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概要 先ず[1〕で は擬微分方程式系の 正則関数に対す る非特性的
コ - シ ー 問題を 1超 局所
方向で定式化 し解 い た ｡ そ して[2ト[5]で は無限階微分
･ 差分方程式の 特性集合 に対する評価
を行 い ､ 更に特性方向を任意に与 えた 時それに対応する畳込み作用索
の構成を行 っ た o 次に ､
[6ト【8]にお い て プ ロ セ ス を
一 般化 して 非自助的関数偏微分方程式 に応用可能なもの(準プ
ロ
セ ス と名付けた)を見出 し ､ そ の もと で力学系(斜積流)を構成 し安定性
理論 ､ 概周期解の 存
在等 を示 した｡ また[9】で はこれま で, 正則包含的多様体に沿っ て 第
2超局所化された函数と
して , コ ホ モ ロ ジ
ー 的に構成された第 2 マ イ ク ロ 函数と, マ イ ク ロ 函数を分解 して得 られる小
さい マ イ ク ロ 函数 との 2種類の 層が 得られて い た がっ こ の論文 で は , 溝畑型
の 作用素を モ デ
ル と して 小 さい 第 2 マ イク ロ 函数 で は可解 で ない が第2 マ イク
ロ 函数 で は可解と なる ような
第 2超局 所双曲型擬微分作用索を構成 した ･ [10]で は大きな
パ ラメ ー タ を含む 3階線型常微
分方程式 の ス ト - ク ス 幾何の 決定に 関する an s atz を提 出
した o ラ プラ ス 型の ように解の 積
分表示 が可 能な場合 はス ト - ク ス 幾何は積分路を峠道に取る ことに より ､ そ
の トポ ロ ジカ ル
なパ タ ー ン の 切 り替わりと して捉 えられ るo いく つ か の例 に関 して a n s a七z に より
ス ト ク
ス 曲線 を描き ､ それが積分表示 により得られた ス ト
- ク ス 現象の 起きる場所と 一 致 して い る
こと を確認 した｡ 〔叫【1 51で は多変数留数?問題を複素領域で
の 超関数 の 問題 と して捉 え､
代数解析の 理論 と手軽を用 い て解析 したo 多変数留数 (Gr o七he ndie ck
r e sidu es) の値や双 対
性を計算する ア ル ゴリズ ム を構成 し ､ 数式処理 を用い た計算を可能
と した o
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AB S T R A C T･ Fo r a n a nly七ic fun c七io nal So n C
n
, w e studythe ho m oge n e olユSCOn -
v olutio n equ a,tion S *I - 0 with holo m o rohicfunction Idefined o n an open s etin
Cn ･ W e will determin ethedire c七io n s七o who m al1solutio nis c o ntin u ed a nalyticallyby
u singthe cha racteristic set･
1 Intr odu ctio n
In the article[Ki], C･ 0･ Kie s elm a n studied the an alytic c ontinu atio n ofthe s olutio n s of
the ho m oge n e o u slin e ar partial differ e ntialequ atio n with c o n s七a n七 c o e氏cie n七s. He proved
thatalls olu七io n s are co ntin u edsim ule七 an e o u slytothedirection sdetermin edbythe cha r a c-
te ristic s etofthe equ atio n, And M . Ze r n e r studied in[Z],the do main of holo m orphy ofthe
s olution satisfying a holom orphic co e思cie ntslin e arpa rtial diHe re n七ialequ a七ion . Unde r an
additio n alhy pothesis,S 6bbar[S6]e x七e nded七he r e s ults of[Ki]to七he c as e ofl c al differe ntial
operators of infinite order withc o n sta n七 c o e氏cie nts. Motiv atedby[S6], Aoki[A]proved a
lo c alc o ntin u atio nthe o r e mfb∫the ge n er al di鮎 re ntialope rator ofin丘ni七e order withvariable
o191 M athe m aticsSubje ct ClassiPcatio n. 32 A 15, 32 D15
J7
co e氏cien七s
,
u slng his theory of exponential c alculus for pseudo-diHere ntialopera七ors･ In
the pre c eding a rticle[Ⅰ-01], by u singthe method de v elop pedby[Ki] and[S6], we studied
the c on volutio n equatio n with the yperfunctio nke rnel
･
ofc o mpa cts up po rt, defin ed intube
do main sinvarian七s by any re al tr a nslatio n, where w epro v ed that七be dire ctions to who m
n ot alls olutio n c anbe c o ntin u ed at o n c e w ere c on七ain ed七o 七he cha r acteristic s et of the
operator(se e als o[I-02])･ Fo rthe s am etype pr oble m, w eals o citefo r e x a mple[V].
In this paper, w e c onside rthe ho m oge n e o u s co nvolutio n equ atio n S *I - 0 withS
an analyticfu n ctio n al on C
n
a ndinve stigate the a nalytic c o ntin u ation of the solution i.
We willfirs七 de早ne 七he chara c七eri
■
stic s et Char∞(S*)ofthe equ atio nS *I - 0 七o be a
naturalge n e raliz atio n of七he c a s e ofdiffe r entialequ a七io n s andthe nby七he m ethod develop ped
in[I-01], w e wi llevalu ate the dire ctio n sto who m all holo mo rphic s olutio nis c o ntin u ed
an alytic allysim uleta n e ol Slyby七be cbar a c七eristic s et.
2 T he c o ndition (S)a ndthe cha r a cte ristic s et
In this paper,for any ope n s et D c C
n
, w ede n ote by 0(D)the spa c e ofholo m o rphic
fu nctio n sdefin ed o nD equip ped with the us u alc o mpact c o nve rge n c etopology･ LetSbe a n
a nalytic fun ctio n alo nC
n
and w e s up po s ethatSis c ar riedby a c o mpa ct c on ve x s et M . We
de n oteby 紬)its Fourie トBo r el七r ansfor m:
3(ど): - < S,e`
z
,亡' > z ,
i七is a n e ntir efu n ctio n ofe xpo n e ntialtype s a七isfying七hefollo winge s七im a七e. For every E > 0,
the reis a c o n st ant Cc > 0 s u ch that
13(ど)Iく CE e XP(HM(ぐ)＋ El([) (2.1)
where H M(ど): - s upzeM Re < I,(> isthe s upportingfu n ciio n ofM ･ Le七 w be an ope n s et
in Cn ･ In七his pape r, definingthe c o n v olutio nby S*i(z): - < S,I(z - u)> w , w e c o n sider
the ho m oge n e o u s c o n v olution equ atio n
β *メ ェ 0 (2.2)
withI ∈ 0(” ＋ ト M)). We definethe spher ea七infini七y 曙
‾ 1 by(Cn＼(0))/R＋ a nd w e
c o n side rthe compa c七ific atio nbydir e ctio n sD
2n
: - cnLJS芝
‾ 1
ofCn 巴 R2n . Fo rぐ∈ C
n
＼(0),
we de n ote byぐ∞ ∈ SZ;
‾ 1the cla ssdefin edbyぐ,七ha七is,
(∞ : - (町 てin Den)ns芝
1 1
Let q(()be a n e ntir efu n ction ofe xpo n e ntialty pe. (In the s equ el, w e will take o- : - S,
whe refo r afu n ctio n9(()w e s eta(():- 9(-())I By Lelong a nd Gr u m a n[Ll-G], we defin e
15
the growth indicatorhq(ど)a ndthe regulariz edgr o wthindic ato rh;(ど)ofa(ど):
loglq(r()I
r l C Q r
h;((): - 1im s uphq((
/
).
(/ i(
hq((): - lim s up (2.3)
(2･4)
Asin〔I-01], a ndge n e ralizingto七he pr e s e n七 c a s e, w ede五n e七he cha rac七eris七ic s e七 ofS*:
DEFIN I TION 2.1. We s et
Char∞(S*): - C(p∞ ∈ 譜
- 1
;fo r eve ry E >0, the r e e xis七 N > 0 a nd a c o nic
n eighborho odr ofps u ch七ha七I3(ど)lae
h;(() 輔Ifo r a nyぐ∈ rn(lCI> N))
a nd c all it the cha r acte ristic s e舌 of七he oper ato rS* .
No w w e re c all 七he c o nditio n(S), originallydu e七o T･ Ka w ai(〔Ka])a nd w asde丘n edin a
dir e ctio n(oin[I-Oj].
D B FI NITION 2･2･ An e ntir efu n ctio n o･ ∈ 0(Cn)ofe xpo n e n七ial七ypeis s aid七o satisfythe
c o nditio n(S)a七dire c七io nCo ∈ Cn((o≠0)ifi七sa七isfiesthefolo wing:
Fo r e v e ry E > 0, the r e e xists N > 0S u chthat
fo r a ny r > N, w eha v eぐ∈ Cn s atisfying
Ⅰぐ - (oi< E,
(2.5)
Re m a rkl･ [I-Oj]sho w ed that this cinditio n(S)is n othing but the c o nditio n ofregular
gr o wth,七be cla ssic aln otionin tbe 也e o ry ofentirefunctio n s.
Re m a rkB･ By(2･1)a nd(2･4), w eha v ein ge n e r al h芸(ど)く HM(I)･ In the s equ el, w e wil
m ake 七he as s u m七io nh芸(ど) - HM(ど)I For ope n c onvex do main s, this las七 c o ndition with
the do ndi七io n(S)is, in a se n s e, n e c es s a rry a nd s u瓜cie n七 c o ndi七io nfor the s olvability of
inho m oge n e o u s c o n v olutio n equ atio nS *i - 9. See K rivo she ev[Kr]forthe m ore pre cis e
sta七e m e n七(se e als oThe o r e m9･35 in【Ll- G】)I
3 D iv sio nle m m a
ln this s e ctio n, w epr epare s o m e a u xilia ry r es ults wbicb w e willn e edla七e r･ Fo r a ny ope n
s etLJ ⊂ Cn
,
writing D : - u ＋ トM), w e s et
JV
'
(D): - (f∈ 0(D); S *f - 0)
and equippe o nit thetopologyindu;ed fr om 0(D).
亀7
LE M M A3･ 1･ Lei q,甲 and4, be e ntirefunctio n s s atisfyin9 叩 - 4,, a nd M and K be tw o
compact con v e∬ s etsin C
n
･ We suppo se thatfor any E > 0, the re eT Sist co n sta nts AE > 0
and BE > 0 s u chthat
loglcr(()lく AE ＋ HM(()＋ El(I, (3.1)
log仲(I)l< BE ＋ HK(ど)＋ El(l･ (3.2)
More ove r w eas su m ethai o' saiisPe sthe conditio n(S)in e v e ry dire ctio nCo6:Cn＼(0)and
A;(() - HM(ど)fo r anyぐ ∈ Cn ･ Then fo r a ny E > 0, the r eexists a c o n sta nt CE > 0 s uch
thai w e have
loglp(ど)I< CE ＋ HK(ど) - HM(ど)＋ EI(I･ (3.3)
^ ^
Re m ark3･ We willap plythele m m a七othe n ex七proposi七io n with cr - S a nd not withq = S
here.
Pr o of･ We may pro v ethe e s七im a七e(3･3)in e a ch c o nic n eighborho odofe v e rydir e ctio nI(oJ-
1. Set
rE :- (ぐ∈ Cn;the r ee xists r > 0 s u ch 七hatI卜 r(ol< E r).
We re c allale m m adu eto Ha rna ck, M algra nge a nd H 6r ma nder:
LE M M A3･2･ LetF(ど),H(ど) a nd a(()- H(ぐ)/F(ど)be thre eholo m orphicfun ctio n sin the
ope nball B(0;R)･ Iithein equ alitie sIF(ど)I< A a nd H(ど)< B holdo nB(0;R). The n w e
ha v e
JG(ど)[< B ･ A
(
A - く ･[F(0)r謝 fo , allE∈ B(0;R)･ (3.4)
We ap plythisle m m ato the bal B(E
I
;3E r)･ By(3･2), w ehave
s up f甲(ぐ
′
)lく BE ＋ s tlp (HK(ぐ
′
)＋ E((
′′
l).
ぐ′∈B((/;ヨe r) 1ぐ′ - ('[<3E r
Bec a u s eIぐ′ - rEolくlぐ
′
- E/l＋fE
/
- rEolく4Er, S ettingk :- s upz∈KIzI,the right ha ndside
is e stim atedby
< BE ＋(4k＋ 2)E r＋ rHK((0)･
Bythe s a m e way,by se七七ing m : - s upz∈MIzl andu sing(3･1)w ehave
s up logJcr(ぐ
′
)lく AE ＋(4m ＋1)Er ＋ rHM((0)･
ぐ
′
∈B(Er;SE T)
え0
Re m arking七hatぐ∈ B((I;2Er)⊂ B((
/
;3Er),bythe Lem m a3.2, w eha ve
logl甲(ど)1< BE ＋(4k＋1)E r＋ rHK((.)
4Er
＋
＋
3E r - ヨer
3E r＋2Er
3Er - 2E r
(AE ＋(4m ＋1)Er＋ rH M((.))
(E - h;(o))r
≡ BE ＋4AE ＋ r(HK((0)＋ 4HM((0))
＋((16m ＋4k＋1 0)E - 5h;(o))r
- BE 十4Ac ＋ r(HK((0ト HM(Eo))
＋(16m ＋ 4k＋10)Er
fo r s ufEcie ntlylarge r･ T her efor efo ra ny E > 0, w e c a n触d c on sta n七s a:> 0 and N > 0
s u chtba七
1ogJ甲(ど)lく C:＋ HK(ぐト HM(ど)＋ El(J
forぐ∈rE U(Zぐf> N)･ □
PROPO SI T ION 3･3･ Let u andf7 betw o ope n s etsin C
n
with w ⊂ n･ Ass u m ethais s atisfy
the c o nditio n(S)in e v erydir eciin in Cn a nd w eha v eh;(()≡ HM(ど)I T he nthe restrictio n
m apJV
'
(I?＋ トM))→ 〟(LJ ＋ トM))hasthe de n seim age.
Pr oof･ Let E be the s et ofe xpo n e ntial-polyn omials olutio n s ofthe equ atio nS *i - 0.
We de n ote by
.
E o 七he pola r s e七 of Ein 七he 七op占1ogic al dualspa c e0(Cn)′ of 0(Cn). I七
is sufRcie n七 to prove tha七 E is de ns ein ”(” ＋(- M))a nd for 七his, w e willpr o,e the
following: a ny T ∈ E
o n 0(u ＋ トM))
′is c o n七ain ed in 七he o rthogo nals e七JV(LJ＋ トM))o
in 0(LJ＋ トM))′･ By ale m m a ofMalgr a nge(se e e.g. 【Ⅰ-01】),thereis an e ntirefun ctio n.f
expo n e ntial 七y pe r(()su chtha七f(ど)- r(ど)･ 9トぐ)･ By七he prec edingle m m a, w e m ayfind
a n a n aly七ic fun c七io n alR c a rried by w
′
s otha七度(”- r(ど)･ The nfo r a ny9 ∈JV
･
(w ＋ ト M)),
w e have
′ヽ
< T
,9 > - < S * R,9 > - < R,S *9 > - 0,
whe r eSisdefined a sthein v e rs eFo u rie r-Bo r elim age ofS. □
J′ヽ
4 Co ntin ua七io n ofs olution s of ho moge n e o u s equ atio n s
For Char∞(S*)a nd an ope n c o nvex s et LJ⊂ Cn , w e n ow s et
n :- theinterio r of( ∩ (z ∈ Cn;Re < z,('く Hu(ど))), (4.1)
(∞ ∈C ha r(泊(S*)4
1Q
where a m e a n sthe antipodal: A
a
: ニ ー A ･ By definition of f7, w ekn o w七ha七fo r any co mpa ct
co nvex s e七 L ⊂ ∩, there e xists a c ompact c o nvex s e七K ⊂ LJ S u chthat
HL(ど)< HK(() (for a nyぐ∞ ∈ Char∞(S*)
a
), (4･2)
and s o
HL'(- M)(ど)< HK '(- M)(ど) (for a nyぐ∞ ∈ Char∞(S*)a).
LE M M A4･1･ We as s u m eh;(a≡ HM(()･ Let Ka nd Lbetw o c o mpa cts ets ofCn s atisfying
(4･2)a ndp(ど)a n e ntir efun ctioru aiisfyin9the e stim ate
loglp(ど)lく HL(ど).
The nfor any E > 0, the reexist a co nsianiCE > 0 a nd eniirefu nctions q(()andr(ど)which
s atisfy
p(ど)- 3(I)q(()＋ r(ど),
1ogfq(ど)Jく HLuK(ぐト 乱 M(ど)＋ E((L＋ CE,
1oglr(ど)lく HK(ど)＋ El引十 CE
fo ranyぐ∈ Cn .
pro of･ We m ay as s u m eo < E '喜･ We s et q(ど)‥- i. Fo r a ny6> 0, w epu七
≡1 ‥ - (ぐ∞ ∈ S
2n ‾ 1
;HL(ど)< HK(”＋ 柑),
≡2 :- (ぐ∞ ∈ S2n
- 1
;HL(ど)> HK(ど)).
Then ≡1i･s a n eighborho od ofC har∞(S･)ain 穏
‾ 1
･よnd =2do e s n o七 m e e七C ha r∞(S*)a. Fo r
large 〟 > 0, w es et
Zl - (ぐ∈ C
n
;ぐ∞ ∈ ≡1,1(1> N),
Z2 - (ぐ∈ Cn;ぐ∞ ∈ =2,I(l> N),
Z3 - (ぐ∈ Cn+ぐlく N).
Fo r α> 0sm al e n o ugh,take中α ∈ Cocc(Cn)su chthatIゆ｡dCdE- 1,Sup p4,α - B(0;α)a nd
¢α ≧0･ Re c allingthe a ss u mptio nh;≡ 乱 M , W eS eth;
,α(ど):- 4,α *h;(ど), a C
∞
-fun ctio n on
Cn ･ The n r e m a rkingthat H - M S atisfie sthe s ubadditiv ty, we haveIh;,α(ぐト h;(ど)lく m α
with m ‥ - sup(e MJぐトNo w w e c o n str u ctq(ど)and r(ど)aBfollo w s
I,q('<','
● -
●
t
■ -
p(()
q(ぐ)
(i - 甲(e
入(1引)- h;･q(()oiO))＋ ”(ど),
･ - p(ど)p(e (^I(lト帖･Q(ぐ)J(ど)トc'(ど)”(ど),
1 2.
by choo sing a s uiable C
c M un ctio n ”(()on Cn(to be cho os e nlate r), withfixed r e al_ valu ed
fnctio n s甲(T)∈ C ∞(C)a nd A(i) ∈ C∞([0, ∞[)s o七ha七 0 < p(T)く 1,0 < A(i)く6t,0 く
人′(i)-< 1 fo r s m all6 > 0 and七hat
p(T, -〈三('
γ
γ
<i)
>1)
A(i,-(冒舌…;≡き,':
we Arst n o七e七ha七q(()and r(ど)ar e w ell-de丘n ed: in fact,ife6((トh;(')l輔)I> 卜 E, the n
q(()is w elトde丘ned sin c e ofq(ど)≠0, a ndife6朴 榔 )-q(()Ihq< 卜 E,the nq(”is w ell-defined
be c a u s ep(e入(I(fトh言,α(()cr(ぐ))is equal七o 1.
T he c o nditio nfo rq a ndrtobeholo m o rphic)is giv e nbythe equ ality
あ - 鰍''l'- A;･B(''[(gu(<,十g5(<,)(響 - - ah;,Q'O)･芸掬 (4･3)
We de note the rightha ndside by w whichsa.七isfie s否u - o and w e willes七im a七e w.
In C(1/2 < e (^I(Iトh;･a(()fg(ど)1< 1), w eha v e w- 0 a B甲(e (^I(J)
- h;7α(<)g(())is c on sta nt
the r e･ In pa rtic ula r,taking N > 0large e n o ugh,in Z2, W eha v efぐl> N,[cr(()Le61(トh;(ど)> 1
a nds o人(i(f)- 6f(J, 甲(e6((L
- h;･B(ど)o･(c))- o.
In(1/2 < e (^I(I)
- A;･q(()1g(ど)I< 1), re cal lingh;≡ 乱 M, W e鮎s七re m a rktha七for a nyi
境h;･Q'{'f<.<s,7<pafh;,α(ト E/)I.-/E/,<灘 ′,dE,dE
'
f-, a"･h;(I,fI 2- α)
whe r ew e s et the c o ns七a n七 Cl :- m a x(m a xj(川'/L<a驚((/)dぐrdE
'
l),1)･ Fo r a(p,q)-for竺
9 - ∑9I,JdぐI∧ dE
J
, w占will de n oteits n orm byl9L- s upJ9IJ卜T hen w ehave
l叫 h<< 1ple (^I(f)
- h=7α(ど)
･〔概 溜 ＋,T l,r.ETSff)(喜･ cl(2- α＋1h;馴))＋.T <?x.E掛誓‖
く eHL'''' '^'''
- h=7凸(I)
,T%!
X
.描 ,fgJ)[1.2Cl(2- α ＋1h;({H ＋ 2e入(-<･,- h=7a(<,I∂qu･
Thu s r e m arkingthat
[8JLexp卜H - M(ぐト 柑)
isbo u nded
,
there e xists a co n s七an七C > 0s u chtha七fo r!ぐl> >1,
1ogfwl く HL(ど)＋ H - M(ど)＋3柑 - 2h;()＋1ogFぐ1＋ C
く HL(ど) - H - M(C)＋46にl＋ C.
In Zl, fr om the e stim ate HL(ど)< HK(ど)＋6fCf, we get
loglwJく HK(() - H - M(ど)＋56f(f＋ C.
之嘉
In Z3, ther e e xists s o m ec onn st ant C2 > 0s u ch that
loglwJ< Ci.
T herefore w e c antake a n othe r c o n sta nt a/ >
.
0 suchthat the e stim ate
logJwlく HK(ど) - H ～ M(ど)＋56[引＋ C
/
,
holdsin the whole Cn . Bythe s am e a rgu m e n七 asS6b baJr[S6], w e obtain the e s七im a七e
loglvJく HK(ど) - H - M(ど)＋66[ぐl＋ C3, (4.4)
fo r s o m e c o n s七an七 C3 > 0(se e[I-01]).
We have
lq - 叫
(1 - 甲)p
O
I 〈0 (ife
棚 )- h;,a(()lcr(ど)l<喜)
2eHL(()' (^(lトhニ･α(ど) (ife (^I([)
- h芸,q(叫(()I>喜)
ands o wi tha c o n sta nt C4 > 0, w eha v e
lql < 2m a x((q - vI,lv[)
く e xp(HKUL(ど) - H _ M(()＋66J引＋ C4)･
For ㍗ we re m ark
･-.(≡…
HL'O
a nd witha c o n st ant C5 > 0,
< eHK(()十 村 in Zl
in Z2,
l叫< C5e
H K(E)'761(I
andtblユS W eha v e
lr[く exp(HK(ど)＋ 761ぐl＋ C5)I
Thu staking6 > 0s o s m a,lltha七76 < E, W eha ve七he c o n clu sio n･ □
No w we c an state o u r m ain七be o r e m:
TH E OREM 4.2. Lei M ⊂ Cn be a c ompa ct c o n v e x s et a ndS a n a n alyticfu n ctio n al c arried
by M ･ We as s um ethatS s atysPesthe c占ndition(S)in everydire c舌ion in C
n
andh抑)≡
HM((). Fo r an ope n c o nvex setLJ ⊂ C
n
, letf He the ope n s etdePn ed by(4･1)･ The n a ny
holom orphic s olution I(I)ofthe ho mogeneo us COn VOlutio n equatio nS *I - 0 dejin edin
LJ＋ トM)is c o ntin u ed an alytic allyio n ＋(- M)･
叫
Proof･ We willpr ove thatthe r e striction m ap
p: ”(n ＋ トM))→ JV
'
(LJ＋ トM))
is a nis o m o rphis m･ For 七he spa c eJV(” ＋ トM)), we wi llde n ote byJV(Lu＋(- M)
′ 七he
dualspa c e･ By七he propo sitio n3･3, pis ofde ns eim age, s othe七r a n spos ed m ap
毛
p:JV
'
(” ＋
(- M))
′
ぅ JV(∩ ＋ ト M))
′ is injectiv e･ Iもis s ufRcie n七七o pr o v e七pis als o s u rje c七ive: By
the Hahn - Ba n a chtheorem , any T ∈ JV
'
(n ＋ ト M))
′ has a n exte n sio nTl ∈ 0(n ＋ ト M))I.
The nthe r e exist a c o mpa c七 c o nve x s etL ⊂ n a nd a c o n s七a n七 C > 0s u chtha七Ifl(()i<
CeHL''- M'(ど)fo r a nyぐ∈ Cn ･ We c a n七ake a c o mpa ct c o n v e x s e七K ⊂ ” satisfying(4.2). By
u singthe Le m m a3･4 七op : - fl,L ＋ トM)a nd K＋ ト M),fo r a ny s mal16 > 0, the re e xist
e ntirefu nctio ns q(ど), r(ど)a nd a c o n s七a n七CE > 0 su chthat
′ヽ
p(ど)- 倉(()q(ど)＋ r((),
1ogJq(ど)Ii HLUK＋(- M)(ぐト H - ”(()＋ だ[(I＋ CE - HLUK(ど)＋ 柑 ＋ CE
log(r(()Jく HK＋卜M)(ど)＋ どI(I＋ C6 ･
T hu sifE > 0is七ake n s malle n o ugh, w efind a nalyticf.l n C七io nals Q ∈ 0(f7＋ 卜M))
′
and
R ∈ P(w ＋ トM)
′
c o r re spo nding七o q(”and r(ど) (i･e･ a - q a nd 鹿 - r)s uchthat
fl - 9･ e＋え T he nfo r a ny 9∈JV(0 ＋ トM)), w eha v e
< T,9 > - < Tl,9 > - < Q,S * 9 > ＋ < R,9> - < R,9 >,
andthis m e a n sT - tp(Rl,V
･
(w ＋(- M))･ ロ
5 Applic atio n 七o 七he diffe re ntial- diffe r e n c e ope r ato rs
in the c o mple xdo main
Le七 A : - (人1,ス2, - ,人l)be afini七e s e七in Cn , M its c o nvex-hulla ndpj(ど) an entire
fu n ction of minim alty pefo r1 ii<I . We de n ote by Sthe analyticfu n ctio nalof which
l
the Fo urier-Bo r el 七r a n sfo r mis ∑pj(ど)e`(･^ ,
l '
･ T he nSis c a rried by M ･ Further mo r eby
3
'
= 1
T he o r e m6･1･1 of Ro nkin[R]and by〔Ⅰ- Oj], w ekn o wh芸(”≡ HM(()a ndtha七S(ど)s atisfie s
the c o nditio n(S)in e v erydir e ctio nin C
n
･ T hu sthis S s atisfies al hypothe sis of Theo r e m
4.2.
In pa rtic ula r, in the c a s e whe rep/s ar e elliptic(i･e ･ its char acte ristic s et is e mpty), we
c a npr ove that the chara c七e ris七ic s etCha r∞(S*)coin cide swi 七h七he s et
(ぐ∞ ∈ S芝
‾ 1･
,#(i;Re <(,入j > - HM(I))a2).
(See[Ⅰ-03]for m ore ge n eralre sults･) Following丘gure sdes cri be the c a s e whe r en - 1 a nd
i - 1, M - the c onve x-hullof A･ We als ore mark in this c a s e, Char ∞(S*) - the e xteio r
n or maldir e ctio n s(nL ∞ , n2 ∞ , n3 ∞ , n4 ∞)･
1LI
In the Figure 2, any s olutions ofS *I - 0 holom orphic in LJ＋(- M)is a nalytic ally
c ontin uedto e a ch offo ur c o rn ers.
一 入3
- 〟
一 入4
- ll
‾ nl
- n4
一 入2 -1 n2
～ n3
Figure l: - M , Char(S*)a a nd
n ＋ 卜 M)
u ＋ トM)
Figu r e2: u ＋ ト M)andf2＋ ト M)
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2.a
微分 ･ 差分方程式 の解 の解析接続
千葉大理学部 石村隆 一 (Ryuichi lshimu ra)
千葉大理学部 岡田靖則 (Ya su noriOkada)
1 In七r od一ユC七io n
こ の 小論 で 臥 f(x)を次の ような線型 の微分
･ 差分方程式の解析的な解とするとき ､ i(E)
の 定義域がどこ まで 拡張でき るか ､ と い うこ と を考療します :
I
∑p,.(D｡)I(x 一 入j) - 0,
3
.
= 1
(1･1)
伍 しこ こ で 各 人,･ (1 <j<l)は R
n の 点 ､ p,･(Dェ)は定数係数の線型微分作用索 p3
･(Dェ) ≡
∑α a,Ao を表すと します. この ような方程式は畳込 み方程
式と して 捉える ことが でき るの
で ､ 以下もう少 し 一 般的 に畳み込 み方程式を複素領域で 考察 しますQ
2 畳込み方程式 の特性集合と解の接続
こ の 小論 で は開集合 D ⊂ Cn に射 し D 上で 定義された正則関数の 空間を 0(D)
で表す
こ とにする ｡ 空間 0(D)に は通常の ように D 上の 広義
一 様収束位相を入れ るo こ う して 得
られた位相線型空間は Fr6che七 空間になるが ､ Dist ribu七io n sの場合 と同 じように ､ そ
の位相
的双対 0′(D)を考える ことができるo 特に 叩
n
)の 任意の 元 S を､ 解析的汎関数と い う｡
解析的汎関数 S と
”テ ス ト関数” f∈ O
'(Cn)との 双対性を表す内積は < S,f' と書く こ と
にす る : す なわち < S,f ': - Sf･ さて S 臥 制限写像 rD : 0(a?)→ 0(D)の 双対写像
t
rD : 0
/(D)ヰ 0
/(Cn)の 像に入 っ て い るとき ､ D で 支えられると
い うo また ､ S が コ ンパ
ク ト集合 K ⊂ Cn で支 えられるとは ､ K を含む任意 の 開集合 D で支えられる
こととするo
これは ､ 定数 C > 0 が存在し､ 次の 評価式が成り立つ こ とと同値で ある :
I< S,f >lく Csupげ(I)I (f∈ 0(C
n
))
■
･
z∈D
解析的汎関数 に対 して は ､ こ の ような集合 ∬ が Distribu七ions
の場合の ､ ｡ 台”の 役割 をす る
の で ある が ､ 一 般 に解析的汎関数に対 して は台そ0]もの は定義できな
い
o
さらに ､ 任意 の解
析的汎関数 はある コ ン パ ク ト集合で支えられる o つ い で ま で に ､ (佐藤幹雄
の) 超関数と 私
案 コ ン パ ク ト集合 K ⊂ R
n で支 え られ る解析的汎関数 (の局所有限和) の こと に他 ならな
1?
い ｡ さて ､ 解析的汎 関数 S に対 し ､ そ の Fo u rier- Borel変換 を次で 定義す る :
S(()‥- < s,expz ･(> .
s が K で支 えられる とい う こ とは 9 の増大条件 と関連する :
(2..1)
T he ore m 2･1･ (Po
'
lya- Ehre npreis- Ma riin e a u)S がコ ン パ ク ト凸集合 K で支 えられ るた め
の 必要十分条件 は ､ 9 が Cn 全体 で定義された 正則関数 で ､ 任意 の E > 0 に対 し CE > 0 が
存在 して ､ 次の 評価式 が成り 立 つ こ と で ある :
lS(()I<e xp(HK(ど)＋ EIE()(亡∈ C
n
),
但 しこ こ で ､ HK(()‥- S uPz∈K Re(z ･ぐ) で あり ､ K の支持関数と い われ る.
(2･2)
一 般 に ､ 整関数 (i･e. Cn 全体 で 定義 された 正則 関数) c,(ど) は ､ A,B > 0 が あ っ て ､
Iq(ど)I-<< Aexp(B[(I) (ぐ∈ Cn)となる とき ､ 指数型の整 関数と呼ばれるQ 定理 か らS(()は
指数型の整 関数 で ある こ とがわ か る｡ 関数
logJp･(rぐ)I
- 1im s uphq(():
rl CO r
を cr(ど)の gr o w七h indicator,
h;(ぐ): - 1im suphq((
/
)
(I )(
を ､ r egulari2;ed gro wth indic ato r と い うo
D efinitio n 2･ 2･ c,(ど)が条件(S)を満たす ､ と は次の 条件が成り 立 つ こ と で ある :
Jv{g芸mc
n
,
,v
,
E
N
'
芝;
”
L
'
.<
0
_
s
;.
I
< E な8 " ｡ 欄 れて
と できる
Re m a rkl. こ の 条件 は ､ 河合[Ka]によ っ て初 めて 導入 されたもの で ､ 【I- Oj]に よ っ て ､ 整
関数論 で古典的な､ 正則増大性 の概念 ( 定義に つ い て は[Lv】及び[Ll- G]を見て 下さい) と
同値 で ある こ とが示 されて い る ｡
次 に ､ 解析 的汎 関数 S でコ ン パ ク ト凸集合 M に支えられ るもの ､ LJ を Cn の 開集合 ､
I(I)∈ 0(LJ - M), 9(I)∈ 0(LJ)とす る と ､ 畳込 み方程式
S *f - 9 (2.3)
が定義され る ､ 但 し､ A - B .･ - (a - bJa ∈ A,b∈ B)とす る ｡ さて ､ Cn に
”
方 向別の 無
限遠 点の 集合 ” 穏
‾ 1 を付 け加 える こ と で コ ン パ ク ト化 した位相空間を D2n : - cn u s慧
- 1
とおく. 任意 の ぐ∈ Cn＼(0) に対 し､ (一 方向の 無限遠点 をぐ∞ と書く こ とにす る ｡ 即ち ､
ぐ∞ : - (温＋ ･ぐ の D2n にお ける閉包)nS雷
- 1
･ 同様 に ､ Cn の任意 の 集合 A に対 し A∞ を
定義す るo そ こ で次 の ように作用索 S* の 特性集合を定義す る :
3O
D efinitio n 2.3.
cha r∞(S*): - (p∞ ∈ S慧
‾ 1
l ヨ(Eu)⊂ C
n
s.i.
- - ,s(<u) - o,忠-古(- -))I
s* の 特性集合を用 い て ､ 開集合 LU に対 し ､ 集合
∩ (z ∈ cnIRe z･ぐく Hw(ど))
- ぐ∞ ∈C ha r｡ ｡(S*)
の 内部集合を n と審く こと に しようo これは w を含む開凸集合で ある ｡ 次の 定理を引用す
る o 証明に つ い て は[I-0- Oj]を見て 下さい ｡
T he ore m 2･4･ 条件(S)の 下 ､ 更に ､ h;(ど)≡ HM(ど)が成り立 っ て い るとする o この とき ､
u - M で 定義された 正則 関数f(a) で S *f - 0 を満たすもの は全て ､ 開集合 ロ ー M まで
解析接続される｡
Re m a rka. 斉次畳込み方程式の 解の接続問題 に対 して ､ 非斉次畳込み方程式(2.3)の 可解
性 ､ すなわち任意の 右辺 9 ∈ 0(”)に対する解f∈ 0(Lu - M)の 存在に つ いて は ､ 正則増大
悼(Re m arkl)つ ま り条件(S)が
''
ほぼ同値 ' ' な条件で ある ことが証明される ([Ko〕, 料 ,
[Ll-G],[Ⅰ- 01])｡ 定理 とあわせ ると､ 線型の 畳込み方程式 に つ い て は､ 条件(S)は最も基本
的な条件 で ある とい うこ とが できる ｡
3 微分 一 差分方程式の解の接続
前節の 定理を用 いて微分･ 差分方程式の解の接続 を考察する｡ 指数型整関数p(ぐ)∈ 0(Cn)は
‾
sup(∈cn h芸(ど)- 0 となるときin&a- e xpo n e n七ial七y pe とい うo こ の ような整 関数 に対 して
は ､ Taylo r展開p(()- ∑α aα亡
α におい て 変数ぐに ､
''
微分
'2
D才 を代入 して 得られる 無限階の
微分作用素 P: - p(Dz) - ∑α aαD
α は ､ 任意の 開集合 LJ に対 し､ P - p(Dz): 0(”) 1 0(”)
と なる こ と が示 せ るo つ まり､ p(ど)は居所作用素 で ある ､ あるい は
''
点を動か さない 作用
素
”
で あるo これ に対 し簡単の た めに n - 1 と して eぐ は明らかにihfr a-epo nen七ial で はなく ､
無 限階微分作用索eDヱ :- ∑芸o mJj! は: 0(LJ)十 0(w ＋1)を定めこれは､ 定義域を 1 だけ
ず らす ‥(実際､ ∑,T
'
= .
mJ(I)/j! - i(z＋1) であるか らo) さて ､ こ こ で は微分作用索と し
て 局所作用素の み をあ つ か い ､ eD& の ような作用素 は差分作用素と して と らえる ｡ 以上の 準
備 の 下 ､ 線型微分 ･ 差分方程式の 一 般型は ､ pl･(ど)をinfr a-e xpo n e n七ial､ 入3･ ∈ C
n lくjくl
と して ､
`
∑pj(Dl)I(z 一 入,･) - 0 (3･1)
j= 1
と なるo これは ､ デル タ 関数 6(I)を用 い れば ､ 解析的汎 関数
J
s: - ∑p,～(Dz)6(z 一 入,･) (3･2)
j= 1
引
に対する畳込 み方程式 S*f(I) - 0 と言 っ て も よい o ま た ､ S の Fou rier- Borel変換
i
g((): - ∑pj(+ど)e入,
r
･C (3･3)
3
'
= 1
を､ S の sy mbolと呼ぶ こ とにする｡ A :- (入1,入2, - ,入l)とお い て ､ その 凸包をと っ て 得ら
れ る閉多面体を M とおく｡ すると ､ S は閉凸集合 M で支えられるo M の 頂点の 成す集合を
(順序を並べ 替えて お い て)(入1,入2, - ,入k)と して よい o そ こ で ､ i,i - 1,2, - ,k(i<j)に
対 し 頂点入i と 入,･ を結ぶ辺 Li,･ : - [入i, A,･]と し､ LIT,･ : - (ぐ∈ C
nlHM(亡)- Re(z ･ぐ)(∀z ∈ Lij))
お よび L* : - UL3',
･ とおく. Cn＼L* の 各連結成分はある入,I(1くj<k)を頂点とす る開凸錐
7] で ある か ら､ C
n＼エ
*
- LJ苦= 17,. と分解され るo そ こ で つ ぎの 定理 が証明される (【Ⅰ-03]):
T heor em 3.1. (3.2)の β に対する微分 ･ 差分方程式に つ い て 特性集合は次の ように表せる ‥
C har∞(S*)
= L*(:氾 (71∞ nC har∞(pl(Dz)))LJ(72∞ nC ha r∞(p2(D z)))LJ
(7k ∞ nCharc cbk(Dz))･
さて [R]T he ore m s6.1.1, 6･1･3 お よび[Ⅰ- 03】に よる と q(ど)桔定理 2･4 の条件を満 足す
るの で ､ 上の 定 理を用 いれ ば､ 微分 ･ 差分方程式の 解の 解析接続 に つ い て は ､ 〝 の 形と各
p](Dz)の 特性集合 か ら完全にわか る｡ 例 えば､ 各 p3
･(Dz)が対応す る ryj に特性 的な方 向を
持た なけれ ば ､ その 解析接続の 様子は 次の ような図で表 される o すなわち ､ n - 1 と して
- M
,
L J を図 1 のようにと ると ､ Char∞(S*)は図 1 の 第2 図の ように - M の 各辺 の 外向き
接線方向 (の 無限遠方向の集合) になるが ､ LU - M で定義 された任意の 正則関数解f(I)揺
4 隅ま で含めた 4角形 n - M まで解 と して解析接続される｡
-
3^
- 〟
- l4
-
1^ -
2^
- nl
- n4
- n3
図 1: - M , Cha r(S*)
a
a nd
32.
n ＋ ト M)
LJ＋(- M)
図 2: u＋(- M)andr之＋(- M)
4 Ex a mple s
こ の節 で は開集合 U ⊂ 汲n に対 し､ U 上の 実解析的関数の 全体の空間を A(U)と表すこ
と にする o A(U)は U の 複素領域における近傍で定義された正則関数の全体と
一 致する こと
に注意する ｡
Ex ample . n - 1 と し､ 独立変数を 舌 と書く こ と にする o 開区間 J: -la,b[⊂ 汲 をとり ､ ま
た 入1 < 入2 < ･ ･ ･ < ll で あるとするo p,･(T) (1<2
'
くl)を T の 多項式と し､ 区間 J 上で微
分 ･ 差分方程式
を考 え る｡
(土Jq ∞)
pl(D七)x(i - 入1)＋p2(D七)x(i 一 入2)＋ - ＋pl(D七)a(t 一 入l) - 0 (4.1)
こ の 方程 式の 核 S は S - ∑!･ = 1P,･(Dt)6(t 一 入,I) で あるか ら ､ Char00(S*) -
となるo 従 っ て ､ 定理 2 Aに よる と ､ 区間 J の 幅(a - a)に対 し､ 条件
入l - 入1 < b - a
が成り立て ば､ 解 x(i)∈ A(I)は 温 全体に実解析関数と して延長され ､ 汲 全体で方程式(4･1)
を満 たす ことが わか る｡
Ex ample . n > 1 と し ､ 入1 < 入｡ < ･ ･ ･ < 入l ∈ 取
n
, p,
I(Oをぐ の多項式(1 くj くl)で ､
各 Char∞(p](D｡))n py,. ∞ - ¢ を満たすとするo そ こ で ､
I
p(x): - ∑p,･(D x)6(x 一 入,･)
j= 1
とお くと ､ これ は台を コ ン パ ク ト集合 A:- (入1,入2, - ,入')に持 つ 超関数 で あり ､ この とき
M を^ の凸包をと っ て え られ る コ ン パ ク ト集合 と して ､ 開集合 u
- M 上で 微分 ･ 差分方
う5
程式
pl(D ｡)i(x - 入1)＋ p2(D x)I(x 一 入2)＋ - ･ ＋pE(D=)i(x 一 入l) - 0 (4.2)
を考えるo 定理 3･1 と定理 2･4 による と ､ I(x)∈ A(” - M)は S - p に対 し n を定義 2.3 の
ように と っ て ､ (4･2)の 解 と して f2 - M まで延長され るこ とが わか る. 例えば ､ n - 2,I - 3,
人1 - (0,0),入2 - (1,0),入3 - (0,1), a ∈ R, E > 0 と して ､ 区間
((I,y)fa < x < a ＋1＋ E,y > 0)
で定義 された実解析解f(I,y)は上半平面((I,y)ly > 0)ま で延長 され るo
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砧
畳込み方程式 の 特性集合 に つ い て
千葉大理学部 石村隆 一 (ISHIM U RA Ryuichi)
千葉大理学部 岡田靖則 (OKA D A Ya s u n ori)
1 Intr oduc七io n
畳込み方程式の 正則解の存在お よび対応す る斉次方程式の 正則解の解析接続 の 問題は ､ 多
く の 研究者 によ っ て研 究されてきたo 河合[Ka], Kriv o she e v[Kr], Vidr as[V]は正則解の 存
在 ､ そ の た めの 条件に つ い て 詳 しく調 べ て い る. (〔Ko],[Ll-G=I-01],[I-02]も参照)0 - 方
斉 次方程式の解の 解析接続に つ い て は(擬)微分方程式の 場合 に Zer n er[Z], Kis elm a n[Ki],
S6bbar〔S6], 青木[A】に よる研究があり､ その 中〔Ki]の 方駄を用い て[I- 01],[I-0- Oj]で は
畳込 み方程式の 場合 に解の解析接続を調 べ た . ([M 6-St]も参照)o
こ の 小論 で は ､ 畳込み方程式に つ い て 著者等 によ っ て 得られた結果をまとめて述 べ る｡ 証
明等に つ い て は〔Ⅰ-01],[Ⅰ-03],[I-0- Oj],[Ⅰ- Oj]を参照 して下さい o
2 畳込み方程式の特性集合と解の接続
開集合 w ⊂ Cn に対 し 0(”)を u 上 で定義された正則関数の 空間と し､ 通常の ように u 上
の 広義 - 様収束位相を入れて おくo また任意の集合 A ⊂ Cn に対 して ､ 0(A)･･ - 1ig 0(”)
w ⊃A ope n
とお くo さて解析的汎 関数 S ∈ 0'(Cn)は ､ コ ン パ ク ト凸集合 M ⊂ Cn に対 し､ 制限写像
rM ‥ 0(C
n
) 十 0(M)の 双対写像
七
rM : O
'
(M) 十 0
/
(C
n
)の 像に入 っ て い るとき ､ M で支
えられるとい うo これは ､ N, M を含む任意の 開集合 D に射 し､ 定数 C > 0 が存在 し､ 次
の 評価式が成り立 つ こ とと同値 で ある :
Ⅰ< S,f>lく Csupff(I)I(f∈ 0(Cn)).
z∈D
解析的汎 関数 S に対 し ､ その Fo urie r- Bo r el変換を次で 定義する :
S((): - < s,e xp z ･ぐ> . (2.i)
次の 補題 が成 り立 つ :
補題 2.1. (Po
'
lya- E hrenpr eis- Martin e a u)S が コ ン パ ク ト凸集合 K で支 えられ るた め の 必要
十分条件は ､ S が Cn 全 体で 定義された正則 関数 で ､ 任意 の E > 0 に対 し CE > 0 が存在 し
害7
て ､ 次 の 評価式が成 り立 っ こ と で ある :
f9(()Fく exp(HK(ど)＋ Ef(I) (ぐ∈ Cn),
但 し土こ で ､ HK(()‥- SuPzEK Re(z ･ぐ)で あり ､ K の支持関数とい われ る o
(2･2)
‾ 般 に ､ 整 関数 (i･ e･ Cn 全体 で 定義 され た正 則 関数) q(() は ､ A, B > 0 が あ っ て ､
Jo
.
(ど)i< Aexp(Bfぐf) (ぐ∈ Cn)となる とき ､ 指数型の整 関数と呼 ばれる o
指数型 の整 関数 で ある こ とがわ か る｡ 関数
hq(ど): -- 1i皿 Sup
loglcr(r()J
補題 か らS(ど)は
γ十 ∞ γ
を cr(ど)の gro wt h indicator,
h;(ど):- 1im s uphq((
I
)
(/ i(
を､ regulari2;ed gr o wth indic a七or と い うo
例 ･ q が ､
”
ぐ方 向の 近く で
”
infr a- e xpo立entialであるた めの条件 は h;(ど)- 0 と なる こと
である ｡
さて ､ Cn に
”
方向別 の 無限遠点の 集合
”
s慧
- 1 を付 け加 える こ とで コ ン パ ク ト化 した位
相空間を D2n : - cn u saT
‾ 1 とおく. 任意の ぐ∈ Cn＼(0) に対 し､ ぐ一 方向の 無限遠点をぐ∞
と書く こ とにす るo 即ち ､ ぐ∞ ‥ - (取＋ ･ぐの D
2n にお ける閉包)∩ 穏
- i
. 同様 に ､ Cn の 任
意の 集合 A に対 し A ∞ を定義す る｡
定義 2.2. o･ に対 しそ の 特性集合を次 の ように定め る :
Ch∞(g)‥ - C(p∞ ∈ sZ;
‾ 1
I ∀E > 0,∃N > 0,
]r ∋ p c o nic n eighbo u rho od s.i.
lo･(ど)f>
､
e
h;(E)‾ E[(I(∀ぐ∈r n(lぐl> N)).
定義 2･ 3･ (o ∈ Cn＼(0)に対 し､ 指数型 の整 関数 cr(ど)が(.(方向)で条件(S)を満たす ､
は次の 条件 が成り 立 つ こ と で ある :
Jvi妄芸j,”,,NOを=S;･ し … < E なる " ｡ 欄 れて
logfg(rぐ)f
㍗
≧hニ(Eo) - E と でき る
こ の 条件 は実は整関数論で古典的な正則増大の 概念と 同値 で ある こ と が示 され る :
主音
と
定理 2･4･ ([I-07])指数型の 整関数 cr ∈ 0(C
n
) に対 し､ (o で 条件(S)を満 たす こ と と ､ (o
で 次の 正 則増大性 (c.I. [Ll-GD を満たす こ と とは 同値 :
hニ((o)≠ - ∞
1iminfliminf I:(o,6) - hニ(ぐo),
∂1 O r 1 0 0
ただ し こ こ に
･;(<o,6)‥ -志6n/<_｡o,
(LJ2n は 汲2n の 単位球 の 体積) で あるo
logI6(rot
㍗
次に ､ 解析 的汎 関数 S で コ ン パ ク ト凸集合 M に支えられるもの ､ u を Cn の 閲兵合 ､
I(a)∈ 0(” - M), 9(z)∈ 0(”)とすると ､ 畳込み 方程式
S *f - 9 (2.3)
が定義される ､ 但 し､ A - B : - (a - bla ∈ A,b∈ B)とするo こ の方程式の 可解性の た めに
は ､ 次の ように条件(S)が ほぼ同値な条件 で ある :
定理 2･5･ ([Kr],ILL-GD S を上記の ような解析的汎関数と し､ u ⊂ Cn を解凸集合とするQ
こ の とき
(i). o
-
: - 9 が Cn 全体 で条件(S)を満た し､ また h;(Eo)≡ HM(ど)が成り立 つ とき方程式
(2.3)は任意の g ∈ 0(”)に射 し解f∈ 0(” - M)を痔っ o
(ii). 逆に ､ も し LJ が空で ない Cヲ-境界 をも つ 有界強凸集合で S* : 0(LJ - M) 1 0(u)が-
全射 であるようなもの で あるとすると ､ cr :- Sは全方向で条件(S)を満た し､ か つ h;(Eo)≡
HM(ど)が成 り立つ ｡
さらに条件(S)の 下 ､ 特性集合 の概念は次の ように零点の無限遠 で の集積方向と して 特徴
づ けられ る :
定理 2.6. o･ : - S が全方向で条件(S)を満たすとき ､
ch∞(3)- (p∞ ∈ sTI I ヨ((”)⊂ Cn s.i.
- - 此)- o,忠-古(u ･ -))･
が成 り立 つ o これ を C har∞(S*)とも書 こ う.
S* の 特性集合を用 い て ､ 開集合 w に対 し ､ 集合
∩ (z ∈ cn(Re z･ぐく Hu(ど))
- ぐ∞ ∈C ha r｡ ｡(S*)
の 内部集合をf? と書く こ とに しようo これは u を含む開凸集合で ある.
”
定埋 2･ 7･ 卿 .1 ･ 岡田 欄 田[I-0- 07
'
])条件(S)の 下 ､ 更に ､ h抑)≡ HM(ど)が成り立 っ て
い るとす るo こ の とき ､ LJ - M で定義された平則関数 f(I)で S*f - 0 を満たすもの は全
て ､ 開集 合 n - M ま で解析接続され るo
次の補題 が証明の 鍵 になる ‥ 定義か ら､ 任意の 凸 コ ン パ ク ト L ⊂ n に対 し､ 凸 コ ン パ ク
ト K ⊂ w が存在 して ､
HL(ど)< HK(ど) (∀ぐ∞ ∈ Cha r∞(S*)a).
補遺 2･8･ h;(ど)≡ HM(()と しま た K,L を上 の ようにと っ て おくo p(ど)∈ 0(Cn)がす べ
て の ( に対 し
1oglp(ど)Ii HL(()
を満 たすとする と ､ 任意の E > 0 に対 し､ C > 0 , q((),r(ど)∈ 0(Cn)が存在 し､ 任意の ぐ
に対 し次が成 り立 つ :
p(I)- S(()q(ど)＋ r(()
1?gJq(ど) L< HLuK((ト H _ M(ど)＋ 柑 ＋ a
loglr(ど)< HK(ど)＋ EJぐJ＋ C
3 管状領域 の場合
･ :Cn → v q Rn を projec七io n” ∈ βc(Rn)を台が コ ン パ ク トな超関数と して v q Rn 上
-
の 層 0丁 : - T.Ocn とお く時､ 畳込 み作用素
p* : 0
丁
→ OT
を考えるo こ の 場合 ､ Jコsncc
- 1 ⊂ s2=
- l と考 えて ､ Car ∞(p*):- Cha r∞(p*)n v q SncTl と
おく｡ 次 の 定理 が成り立 つ :
定理 3･1･ Pは √∃浪n の各方向で条件(S)を満 たすと仮定す るo こ の 時任意の 開集合Jq u
⊂ √コ塩n に対 し､
p* ‥ o
T
(v q w) 十 O
T
(√=も)
は全射 で ある ｡ また ､
∩ (Jqy ∈ Rn ト y ･ 叩く HJq w(v q n))
-
v q 77∞ ∈Ca r｡ ｡(p*)
の v q S
n
o ,
- 1 にお ける 内部集合を√巧f7 と して ､ / ∈ OT(v qLJ) で p *f - 0 なるもの は
√=了n まで解析接続され る｡
ヰo
こ の 定理 に射 し自明で ない 例を探 そうとする と少 し困る o 例 えば n - 1 と して iL(｡)‥ -
6(x)＋6(∬ - 1)とす る と s up pp- (o,1),A(I)- 1＋ eぐ となる が この 関数 は √巧sncTl の 各
方向に零点が集積 して しまう. も っ と - 般 に次の 結果が成り立 っ て しまう :
定理 3･2･ n - 1 と して p を 政 上の 台が コ ン パク トな超 関数で ､ s upp pが 2 点以上からな
る ようなも の とす る｡ も し P が vq (re sp･ - J=Tの(Si,)にお ける)近傍で 条件(S)をみ
たすならば､ √ョ ∞(re sp･ - v q ∞ ∈ car∞(p*)となるo
また
定理 3･3･ p ∈ Bc(取n)を s upp pが 2 点以上か らなる有限集合で あるようなもの とす ると ､
Car｡ ｡(p*) - √巧sncx,
- l となるo
実際 ､ 定理 の 仮定の 下で は ､ pj(ど) (1 <jくl)をinfr a- e xpo n e n七ialな整関数 入∈ 温n と
して p(x) - ∑!･ = 1P,.トD｡)6(I - 入j)の形となるか ら 純)- ∑p(ど)e入j･( で あり Cn 全体で条
件(S)を満たす こ とが分か る｡ (例 えば Ro nkin[R】を参軌 またこの 形の 作用索 に つ い て は
次節で詳 しく調 べ る｡ )定理に よると Car∞(iL*) - v q S訂1 なの で v q n - Jq w となっ
て T heore m3･1 に い う接続 に関す る例は s uppiL が有限とい うような簡単なもの で は作れな
い こ とがわか るo しか し､ S up p pが有限とい う こ とは無理と して も例 は次の ように構成で
きる :
例 ･ n - 1 と して 実数列(an)を次の ように選ぶ : b> a > 0 に射 し
α = 1iminf
γ十 00
,某r志<1i- s up ∑r → ∞ lan‡<,
(:X)
i((): - 口(1 -辛)e£an
n - i
1
- = b.
an
そ こ で整関数
と して 超関数 p(I):- fトDx)6(I)とおくと ､ sup p p- [a,b]で(純) - 0) - (an)⊂ 放 と
なる の で Car∞(p*) - ¢ と なる o また P は √巧浪一 方向で(S)を満たす こ とを証明す る こと
が でき る｡ 従 っ て ､ The o rem s.1 に より 9(x)∈ 0(v q LJ)で p *9 - 0 の 解で あるもの は
ノ=i浪 まで解析接続 され る ことがわか るo
4 微分 一 差分方程式の解の接続
前節の 定理を用い て 微分 ･ 差分方程式 の解の接続を考察する｡ pj(()をinfr a- e xpo n e ntial､
･1j ∈ C
n lくj t< l と して ､ 解析 的汎関数
J
s: - ∑pj(D z)6(z 一 入j)
3
'
= l
年I,
(4.1)
に対する畳込 み方程式 S*f(I) - 0 を考え る｡ ま た ､ S の Fourier- Borel変換は
J
q(():- ∑pj(-ど)e入j'( (4.2)
3
'
= 1
で ある. A :- (ス1,入2, - , ll)とお い て ､ そ の 凸包をと っ て 得られる 閉多面 体を M とおく｡
すると ､ S は閉凸集合 M で支えられる. L : - (1,2, ･ ･ ･ ,i)とおき¢≠J ⊂ L なる J に射 し､
Jc :- L＼J, ZJ : - (ぐ∈ CnJRel,･1 - Reユ,･2(∀il,j2 ∈ J),Reユ,･ぐ> Re入iC(Vj∈ J,∀i∈ Jc))と
おく と Cn - ∪ 柳 ｡ LZJ となるo そ こ で つ ぎの 定理 が証明される ([Ⅰ-03〕):
定理 4･ 1･ (4.1)の S に対す る微分 ･ 差分方程式に つ い て 特性集合は次の ように表せ る :
char -(S*' -
,
.
= 1L!.･. . ,I 'Z{j,- ∩ 榊 ヨ ‥ - β.i.a- かゝ- p3･(-<u) - 0})
∪ ( U zJ∞),
Ca rd J>2
但 しこ こ に集合 A ⊂ Cn に対 し､ A∞ ‥ - (ぐ∞F(∈ A)とお い た｡
さて【R]T he o r e m s6･1･1, 6･1･3 お よ び【Ⅰ-0 3】によ ると c'(ど)は定理 2.4 の条件 を満足す
るの で ､ 上の 定理 を用い れば､ 微分 ･ 差 分方程式の解の 解析接続 に つ い て は ､ 〟 の 形と各
pj(D z)の 特性集合か ら完全 にわか る.
句2.
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1. INT RO D U CTI ON
The r e ar e many results onthe e xiste n c eof alm o stperiodic s o
lutio n sforalm ostperi-
.die syste m s(cf. [6] andits r efer e n c e s)･ In the methodology,the r e arethr e etypes･ On e
is a s epar atio n c o ndition) 七be o地er sa r e stability c o ndit
io n s a nd七be e xiste n c eofso m e
Liapu n ov fun ction ･
To dis c u ssthe e volutio n oper ato r)the c o nc ept ofpr o c es s e sintr odu c ed by Dafer m o s
【1,2]is a u s efu11七o o1･ In fa ct, Dafer mムs[2]haBgiv e n七he e xiste n c eof alm o s七peri9dic
solu七io n sforalm o stpe riodic e v olution equ atio n s unde r七he s epa r atio n c o ndit
io nby u sing
ge n eral 仏e o rie sfb∫ alm o s七periodicpr o c e
ss es･
In this paper, we als oglV e existe n c ethe o r e ms of alm o s七pe ri
odic s olutio n sfo r s om e
alm o stperiodic e v olution equ atio n s･ Our m ethodis
ba s edo nthe stability pr ope rty･ In
sectio n2, w e sh al1give s o m ed&nitio n sofstabilitiesthat ar edis c u s s edin this paper･
In Se cti. n3, w eintr odu c e s o m eequivale nt c o n c
ept, whichtis c alled Pr ope rty(A),to
a n a symptotic ally alm ostperiodicinteg
r alof alm o stperiodic pr o c es s e s(T heo r e m1)･
Fu rtherm o r e
,
w e sh allsho wthatthe e xiste n c eof a n a symptotic ally alm o st periodic
integralof an alm o stperiodicpr o c es si
mpliesthe e xiste n c eofa n almo stperiodicintegr al
･partly s upported in partbyGr ant
-in - Aid forscie nti丘c Res e arch(C), No109640156, Japa且 es eM in-
is七ry of E du cation, Scie n ce,Sports a ndCu
ltu re･
Ipartly s upported in par七by Gr ant
-in - Aid forScientific Res e ar ch(C), No･0964 0235, Japa n ese M in-
istry of E du catio n, Scie n ce,Spo rts a ndCultu
r e･
EJQT D E, 1998 No. 3, p･ 1
6`
(T he o rem 2) and that u nifo r m a symp七o七ic stability ofan alm o s七pe riodicin七egral has
Pr ope rty(A) (Theo r e m3). In Se ctio n4, w e sh allgiv e s o m e equivale n c e r elaもio n with
r e specttothe separ ation c o nditio n a nds o m e stability pr ope rty(The or e m5). InSe ctio n
5, w e sh al1give an ex ample a 5 a nillu s七r atio n･
2. P R O CES S E S ANI) D EFIN IT IO NS O F ST A BILITIES
In 七his sectio n
,
we shallgl V e也e c o n c epts ofpr o c es s es a nds七abili七y pr ope rtie sfor
pr o c e ss es･ Sup pos e七ha七 X i声 a S epa r able m etric spa甲 wi th m etric da nd le七 w : R
＋ ×
R x ” - ”, R
十
:- 【o, ∞) and R: - 卜 ∞ , ∞),be afun ctio n s a七is&ing七hefollowing
pr opertie sfo ral1 i,T ∈ R
＋
,a ∈ R a nd ∬ ∈ X:
(pl) w(0,a,
1
3;) - X･
(p2) w(t＋ T,S, X) - W(舌,T ＋ s, W(r,S, I))I
(p3)the m ap ping w :R＋ × R x X ‥ X is c o ntin u o u sI
We callthe m apping w a pr o c ess o nX ･ De n oteby ” the s etof al1pr o c e ss es o nX ･
Fo rT ∈ R and w ∈ ”
,
wede丘n ethe七r a n sla七io n q(T)w of u
'
by
(a.(T)w)(i, s, a) - w(i, T ＋ s,X), (i,S,a;)∈ R
＋
× R x X ,
and s et7q(w) - ∪柁 R O
･
(i)w ･ Cle arly ryq(w)⊂ W･ We de n oteby Hq(w)all fu n ctio n s
” : R＋ × R x X ー X s u ch七ha七fo r s o me s eque n c e(Tn) ⊂ R, (a-(Tn)w)c o nve rge s
七o ”poin七wis e o nR
' × A x ”
,
tha七is,1im n ー ∞(q(Tn)w)(ま,a, x) - ”(i, s, 諾)for any
(i, a,x)∈ R＋ × R x X･ T he s e七 Hq(w)is c o n side r ed a s a七opologicalspa c e a ndiもis
c alled七he bullof 肌
Con side r apr o c e s s w o nX s atisfying
(p4) Hq(w)⊂ W･
cle a rly, Hq(w)isinvaria n七 wi thr e spe c七七o七he七an slatio n a
.(T),I, ∈ R･ No w w e s up po s e
七ha七 Hq(w)is s equ e ntiallyc ompa ct･ Letnq(w)bethe LJ
-1imi七s e七 ofw withr e spe ctto
thetr anslatio n s e migroup cT(i)･
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A co n七in u o u sfun ctio n” : R
十 - ” is called an integralo nR十 of七he pro c e ssw , if
w(舌, s,Jl(s)) - ”(七＋ s
･)fo ral1i, s ∈ R＋(cf･ [3, p･80】)I In 七he following, w e s uppo s e
that 七he r e e xists anin七egralFL O n R
十 of
'
the pr o c ess w s u ch 七ha七七he s e七 0
＋(”) -
(Fl(i)‥ 舌 ∈ R＋)is relativ ely c o mpa ct in X ･ For a ny 士 ∈ R十, w e c o n sider afu n ctio n
7T(i): ” x Hq(w)‥ ” x Hq(w)definedby
7T(舌)(x,”) - (”(i,0,エ), q(i)”)
for(x , ”)∈ X x Hq(w)･ 7r(舌)is cal1ed 士he ske w produ c去月o w ofthe proce s s w, ifthe
follo wingPr ope rtyholdstru e:
(p5) 7T(七)(3;, ”)is c o ntin u o u sin(ちx, ”)∈ R＋ × X x Hq(w)･
Fto m(p5)w e s e ethat7T(6)(”(s), q(s)w) - (w(6,s,FL(a)), Cr(s＋6)w) -
-
(”(s＋6), a.(s＋
6)w)tends七o(”(s),o
･(s)w)aB6 - 0＋, u nifo r mlyfo r s∈ R十
･
, c o n s equ e ntly,theintegral
” o nR
＋
m u s七
◆
be u nifo r mly co ntin u o u s o nR
＋
･ Fto m Asc oli-Ar z61a'sthe o r e m a nd七he
s equ e ntialco mpa ctn ess of Hq(w), it follo w s七hat fo r any sequ e n c e(TL)⊂ R＋, ther e
e xis七 a s ubs eque n c e(Tn)of(･TL), a ” ∈ Hq(w) and afun ctio nI/ : R＋ ” X s u ch七ha七
Iim n ー ∞ q(Tn)w - W and lim n → ∞ ”(i＋ Tn) - i/(舌)u nifo r mly o n a ny c o mpa c七inte r valin
R＋. In 七his c a月e, W e W rite as
(pTn ,q(Tn)w) 一 (I/, ”)c o mpa ctly o n R＋,
fo r simplicity. De n ote by H(”, w)the s e七 of al1(I,, ”)s u chthat(p
Tn
,cr(Tn)w) 一 (”,”)-
c o mpa ctly o nR
＋ for so m e s equ e n c e(Tn)⊂ R十 ･ Cle a r19, ” is anintegralo nR
＋
,
of”for
a ny(”, ”)∈ H(”, w)･ Like wis e,fo r a ny s equ e n c e(TL)⊂ R＋ with7去 - ∞ a sn - ∞ ,
the r e xis七 a subs equ e n c e(Tn)of(TL), a ” ∈ nq(w)a ndafunctio nI/ : A - X s u chthat
lim n ー ∞ C'(Tn)w - W and lim n ー ∞ Jl(i＋ Tn) - i/(七)unifor mly o n any c o mpa c七inter valin
R. In this c as e, we w rite as
(p
Tn
,
o
･(Tn)w) - (i,,”)c o mpa ctly o n R,
fo rsimplicity. De n ote by ∩(”, w)the s e七 of al1(”,”)s u ch七hat(U
rn
,o
'
(Tn)w) - (”, ”)
c o mpa ctly o n R for s o m e sequ e n c e(Tn) ⊂ R
＋
with Tn - ∞ a S n → ∞ ･ Whe n
(”,”)∈ ∩(”, Ju'), W e Ofte n write ” ∈ nv(FL)･ In this c as e, ” is an in tegr alo nR ofv, that
is, i, S atisfies七he r ela七io n ”(i,s, ”(s))- ”(i＋ s)foral1i∈ R
＋
a nds ∈ R･
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Fo r any xo ∈ ” a ndE > 0, w e s e七 Vc(∬o) - (x ∈ X :d(a, ∬o)< E). We shal1givethe
de丘ni七ion ofs七abili七e sfor七hein七egralp of 七hepro c e ss w.
D e丘nitio n 1 Theinte9r alp
･
, R＋ ‥ X ofthepr oces sw is s aidtobe :
(i) u nifo -ly stable(US) (resp･ u niformlystableinI?q(w))iffo r a ny E > 0, there
e xists a6 : - 6(E)> 0 such that w(i,a,V6(FL(s)) ⊂ VE(”(土 ＋s))for(i,a)∈ R＋ × R十
(resp･ ”(i, s, V6(i/(s)))⊂ VE(i,(i＋ s))fo r(”,”)∈ ∩(”, w)and(i,a)∈ R＋ × R＋)∫
(ii) u nifo rTnlya symptotic allystable(UA R)(re5P. uniformly asymptoiic allyStablein
f7q(w)),ifi舌is US(resp･ USinS7q(w))and the r e emi ts a6o > 0 withthepr vpe rtythatfor
a nyE > 0, 仇e reis ato > 0s u ch thatu(i,s,V8o(”(s)))⊂ Vc(”(七＋s))fo rt≧io, s ∈ R＋
(resp･ ”(i,a,V6.(”(s)))⊂ Ve(”(t＋ s))fo r(i,, ”)∈ n(”,W)and 舌≧to, s ∈ R十).
3. A L M O S T P E RI O DIC IN TE GRAL SFOR A L MO ST P E R IO D IC
P R O C E SS E S
In 比is s e ctio n, w e shall dis c u ss a n e xis七e n c e七he o r e mfわr a n alm o s七periodicintegral
of alm ostpe riodic pr o c es s e s･
A pr o c es s w :R
＋
× R x ” - X is saidto be alm ostperiodicifw(i,a,x)is alm o s七
periodicin a u nifor mly wi 七hr espe c七七oi,xin bo u ndeds ets･ Le七 w be analm o s七pe riodic
pr o c e s s o n” . Bo chn e r
'
sthe or em implie s七ha七nq(w)- Hq(w)is a minim als et. Also,fo r
a ny ” ∈ Hq(w),ther e e xists a s equ e n c e(Tn)⊂ R十 s u ch七ha七 w(i,s ＋ rn, x) - ”(i,s,xト
as n- ∞ , unifo r mlyin s ∈ R a nd(舌, a)in bo u ndeds ets of R＋ × X ･ Co n sider a m etric
p o nHq(w)defin ed by
_′ _ー_.､ 畏 1 pn(u,”)p(u,”) - ∑
nito2n 1＋ pn(u,”)
wi七hpn(u,”) - s up(Iu(i,s,3:卜 v(i,a,x)卜0≦ま≦ n,a ∈ R,d(∬,=o)≦ n), wher e xois a
丘Ⅹedele m e n七in ” . T he n ”∈ Hq(w)m e a n stha七p(q(Tn)w ,”) - 0a 5 n- ∞ ,for s o me
s equ e n c e(Tn)c R＋ ･
Definitio n 2 Anintegr al”(i)o nR＋ is s aid to be a sympiotic ally alm ostpe riodicifit
is a s u m ofa c o ntin u ou s alふo stpe riodicfu nctio n 紳)a nd a c o ntin u ousfu n ctio 叫(i)
dePn ed o nR＋ whichまe ndsto z e ro a c舌 - ∞ , that is
p(i)- 4,(i)＋4,(-i)･
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LetFL(i)be anin七egralo nR＋ s u ch 七hat七he setO＋(”)is r elativ ely co mpa ct in X ･ As
n otedin[5】, ”(i)is asymptotical1y alm ostperiodicifa nd o nlyifi七s atis鮎sthefollo wing
property:
(L)For anys equ e n c e(ま
/
n)s u ch tha七t
/
n
- ∞ a s n 一 ∞ the r e e xists a s ubs equ enc e
(士n)of(i
/
n)for which ”(i＋tn)c o n v erge su niformly o nR
＋
･
No w, fo r an integralFL O n R
＋
of七he alm os七 periodic pr o c e ssw w e c o n side r七he
follo w i ng Pr ope rty:
(A)For any E > 0, ther e e xists a 6(E)> 0s u ch tha七 L/(i)∈ Ve(”(ま＋ T)), for al1
モ≧ 0, whe n ever(L/, ”)∈ n(”, W), I/(0)∈ V5(E)(FL(T)), a nd p(o
･(T)w , ”)< 6(E)for s o m e
T ≧0.
The o r e m1 Ass um eiha舌p(舌)is an integr al o nR＋ ofike alm o s舌pe ri
r
odic pro c e ss w
suchthatthe s et O＋(”) - (”(舌):七 ∈ R＋)is relativ ely c o mpa ct in LY･ Then FL(i)is
a symptoiically alm o sまperiodicifando nlyifithasPrope rty(A)･
pr o of As s u m e七ha七 p(舌)hasPr operty(A), and let 紙)be a ny s equ e n c e s u ch七hat
舌L - ∞ a s n- ∞ . T he nther e e xis七 a s ubs equ e n c e(まn)of紙) and a(i,, ”)∈ ∩(”, W)
su chtha七(p
i
n
,cr(in)w)- (I/,”)c o mpa ctlyo nR･ Fo r any E > 0,the r e e xists an no(E)> 0
s u chtha七ifn ≧ no(E), the n i/(0)∈ V8(E)(”(舌n))andp(o
･(まn)w ,”)< 6(E), Whe r e6(E)is
the on eforPr operty(A), which implies
z/(i)∈ VE(J1(舌＋tn))for 七≧0･
T hu s”(七)s atisfie sPr operty(L) and he n c ei七is a5ymP七otical1y alm ostpe riodic･
Ne x七, s up pos e七ha七p(i)is a sym p七otic ally almo s七periodic,bu七do e s n otha v ePr operty
(A). T he n七her e e xists an E > 0 and s equ e n c es(I/
n
,V
n)∈ 0(”, w), Tn ≧0 and舌n > 0
s u cb七ba七
i/
n
(舌n)∈ ∂VE(”(七n ＋ Tn)),
u
n
(0)∈ V1/n(”(Tn))
1
p(v
n
,o
･
(rn)w)< - ,
n
勺o
a nd
(1)
(2)
(3)
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where ∂VEisthe bo u nda ry of VE ･ We c a n a s s u m ethatfo r afun c七io ni/(舌)
d(u
n
(ま)7 U(i)) - 0 u nifo rmly o n R a s n- ∞ , (4)
bec a u s ei/n ∈f7(”) and”(i)is a sympto七ical1y alm o s七periodic.
First, w eshallsho w七ha七 Tn 一 ∞ a S n - ∞ ･ Suppo s e no七･ The n w e m ay s s u me
tha七fo r a c o n声七a n七 r ≧0,Tn - T a S n- ∞ . Sin c e
p(cr(T)w ,Vn)蛋p(cr(丁)w , q(Tn)w)＋ p(cr(Tn)w ,Vn),
w eha v eby(3)
p(グ(r)w ,V
n
) - 0 a s n→ ∞ .
He r e w e n o七e七ha七w(i, s＋T, ”(s))- ”(s＋t),be c a u s ew(i,s＋T, ”(s))- (o･(T)w)(ま, s, ”(a))
- 1im n 一 ∞ V
n(i,S,I/n(s))- 1im n → ∞ un(舌＋ s) - i/(ま＋ a). Sin c e
d(ん(T), ”(0))≦a(”(T),Jl(Tn))＋ d(”(Tn), Un(0))＋a(un(0), ”(0))
and
d(”(T),”(Tn))一 O a革 n - ∞ ,
i七follo w sfr o m(2)and(4)七ha七d(”(T), ”(0))- 0･ T he n”(士＋ r) - w(i, r,il(r))-
w(ま,T,I/(0))- ”(舌)for all舌∈ R十. In pa rtic ula r,
d(FL(tn ＋ T),i,(tn))- 0fo ral n.
On 七he othe rhand,for s u筑cie ntlylarge n w eget
(5)
d(”(舌n ＋ T),I/(in))≧ d(”(tn ＋ rn),I/
n
(舌n))- d(”(tn ＋ Tn),”(まn ＋ T))
- d(u
n
(tn),I/(in))
E E
≧ E - 亘
-
亘
by(1),(4) and七he unifor m c o ntin uity of”(ま)on R＋ ･ T his c o ntr adicts(5).
By virtu e ofthe s equ e ntialc o mpa ctn e ss of Hq(w)and七he asymp七o七ic almo stperi-
odicity of”(i), we c a n ass u me七hat
(iL
T
n
,
c r(Tn)w) 一 (rl,”)co mpa ctly o n R (6)
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for s o m e(r7, ”)∈ ∩(FL, W)I Sin ce
d(r7(0),i/(0))≦d(r7(0),”(Tn))十d(”(Tn),I/
n
(0))＋a(i/
n
(0),i/(0)),
(2),(4) and(6)imply 叩(0) - i,(0),
■
amd
,
ther efo r e叩(i) - ”(i,0,7(0))- ”(i,0,I/(0))-
1im n ー ∞(q(Tn)w)(i,0,L/
n(0))- 1im n ー ∞ Vn(ち0,L/n(0))- 1im n ー ∞ I/
n(舌) - i,(i)by(3),(4)
and(6)･ He n c ew e ha v e
d(”(rn ＋i),I/
n
(ま))≦ d(〟(rn ＋舌),r7(七))＋ d(”(士), u
n
(ま))
foral1s u氏cie n七1yla rge n, whichc o ntr adicts(1)･ T his c o mpletesthepr o ofofT he o r e m
1.
The o r e m2 .Iitheintegralp(i)o nR＋ ofthe alrT W S士pe riodicpr o c es s wis a symptotic ally
alm o s舌pe riodic, the nthe re e xists a n alm o stpe riodicintegr al ofthepro c e s s w･
pro of Sinc e w(ちs, a)is amalm o s七periodicpr o c ess,there e xists a s equ e n c e(舌n),in 一
∞ a s n一 ∞ , S u Ch七ha七 ･(cr(tn)w)(i,s, x)一 W(ちs, ∬)asn - ∞ unifor mly withr espe ct
七oi
,
∬ in bo u nded s e七s and s ∈ R. T hein七egralp(i)has七he de c o mpo sitio nFL(舌) -
紳)＋4,(i), where4,(i)is alm os七 periodic a nd*(i) - 0 a sま - ∞ ･ He n c e w e m ay
a ssu m e 紳 ＋in) - ダ(舌)as n- ∞ uniformly o nま ∈ R, wher e w en ote¢
*(i)is alm ost
pe riodic, Sin c e(ダ, w)∈ 0(”, w),¢
*
(i)is an alm os七periodicintegralofw ･
Le m m a1 Le舌T > 0. T7Le nfo r a ny E > 0, the re e xists a6(E)> O withthepr ope r軸
thata(”(a),4(0))< 6(E)andp(o･(a)w , ”)< 6(E)imply4,(i)∈ Ve(il(s ＋t))for士∈【0,T],
whe ne ve r s∈ R十 and(4,,”)∈f7(”, w)･
pr o of Sup po s e七he c on七r ary･ The n,fo r s om e E> 0 七her e e xists s equ e n c e s( n), sn ∈
R＋,(Tn),0 < Tn < T, and(4
n
,
v
n)∈ n(FL, W)su ch七hat
1
p(g(sn)w ,v
n)< - ,
n
4,
n
(0)∈ Vl/n(”(sn)),
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4,n(i)∈ VE(”(sn ＋t))fo ri ∈【0, Tn)
a nd
4,n(Tn)∈ ∂VE(”(sn ＋ Tn)).
Sin c ern ∈[0,T】, we c a n ass um ethat Tn C O n V e rgeStO a r ∈[0,T]a5 n 一 ∞ . Sin c e
∩(”, w)is co mpa ct, we m ay a s s u m e(4,n, vn) 一 (4,, ”)∈ n(”, w)and(pen ,q(sn)w) -
(り, ”)∈ S7(”, w)as n - ∞ , r e spe c七iv ely･ T he n4(T)∈ ∂VE(77(T))･ On the otherhand,
sin c eめ(0)- り(0), w ege七4,(i)- り(i)o nR＋ by(p2). T hisis a co n七r adic七io n.
Le m m a2 Suppo s ethatw is a n alm o stpe riodic pr o ce ss o n,Y･ Iithe integraljl(忠)
on R十 is UA S, the nit is Un sinS7q(w).
Pr o of Le七Tk - ∞ a Bk 一 ∞
㌢
amd(”
rk
,cT(Tk)w)一 (i/,”)∈S7q(J1, W)c6mpa c七1y o nR.
Le七 a ny cr ∈ R
十 be fiⅩed･ If kis s ufBcie n七1yla rge, w eget
L/(0
･
)∈ V6(E/2)/2(iL(Tk 十 q))I
Lety ∈ V6(E/2)/2(I/(0
･))･ T he n(cr(Tk)w)(屯cr,3/) - W(i, m 十 or,y)∈ VE/2(FL(土＋ Tk ＋ g))for
i≧ o･, be c a u s ey ∈ V6(E/2)(”(Tk ＋ q))･ Sin c e(♂(Tk)w)(i,c,,y)- ”(i,c,,y) and”(t＋ TL･ ＋
cr) - i/(t＋ cr), W ege七 v(i, q,y)∈ V8/2(i,(舌＋ o
･
))foral1七≧cr, whichimpliestha七〃(i)is
US.
No w w e shallsho w七ha七 u(i)is UAS･ Le七y∈ V6./2(”(cr))and”(q)∈ V6./2(”(Tk＋
.
a))･
Sin c e”(ま)is U AS, w eha v e u(ちrk ＋ cr,y)∈ VE/2(”(舌＋ TL･ ＋ 0
･
))forま≧まo(E/2)bec a u s e
ofy∈ V6.(”(Tk ＋ 0･)). He n c e ”(i,q,y)∈ Ve/2(i/(i＋ cr))forま≧to(E/2)I
T he o r e m3 Suppo s ethai w is a n alm o sまpe riodic pro ce s s o na , and let”(ま)
'
be an
inie9ral o nR
＋
ofw s u chthatike s e士0＋(”)is relativelyc o mpact in X . Iitheintegr al
”(i)is Un s,the niまha sPrope rty(A)I Cbn sequ e ntly,it is a symptoまic ally alm o sまperiodic･
pr o of Sup pos etha七p(i)has no七Pr oper七y(A)I T he nthe r e ar e s equ n c es(七n),in ≧
o,(rn), rn > o,(¢n ,vn)∈ ∩(”, w) anda c o n s七 an七61,0< 61 <6o/2, su chtha七
1
4,
n
(0)∈ V1/”(”(舌n)) and p(v
n
,
cr(tn)w)< -
n,
ウタ
(7)
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a nd
¢n(rn)∈ ∂V61(”(まn ＋ rn))and4,.
n
(i)∈ V61(”(ま＋舌n) o n[0, rn), (8)
whe r e6oisthe o n egive nfor七he U ASofp(i)A ByLe m m a2,FL(i)is UASin nq(w)･ Let
6(I)bethe o n egivenforUSofFl(i)inr之q(w)･ Ther e e xists a s equ e n c e(qn),0 < qn < rn ,
s u ch七ba七
¢n(qn)∈ ∂V6(61/2)/2(FL(tn ＋qn)) (9)
and
¢
n
(i)∈ V61(”(i＋七n) ＼V6(61/2)/2(”(t＋tn))on [qn ,rn], (1 0)
for alarge nby(7)and(8). Sup pos etha七七here e xists a s ubs equ e n c eDf(qn),. which
we shallde n ot
.
e by(qn) again, s u ch 七ha七 qn c o nve rges 七o s o m eq ∈ R'･ It folo w s
fr o m(7)that ther e exis七s an no > 0 s u ch七ha七fo r a ny n ≧ no, q ＋1 ≧ qn ≧ 0 a nd
4,n(i)∈ V6(61/2)/4(”(in＋i))for舌∈【0,q＋1】byLe m m a1, whichc o n七r adic七s(9)･ T her efor e,
w ec an s ee七hatqn - ∞ a s nー ∞ ･
Pu七pn - rn - qn ands up pos ethatpn - ∞ a s n- ∞ ･ Se七 sn - qn ＋(pn/2)･ By(7)
and七he c o mpa ctn es s ofr之(”, w), w e m aya s s u m ethat((¢
n
)
sn
,cr(sn)v
n)and(p士n ＋sn , o･(in＋
sn)w)七e nd七o s o m e(¢,”),(r7,”)∈ ∩(”, W)c o mpa ctly o nR a s n→ ∞ , r espe c七ively･ Fo r
any丘Ⅹed 七> 0, o n e c an 七ake an nl > 0 su ch 七hatfo revery n ≧ nl, rn
- Sn - Pn/2 > ち
be c a u s epn 一 ∞ a Sn - ∞ ･ T her eforefo rn >_ nl) W ehave qn < 七＋ sn < rn ) and
¢n(壬＋ sn)卓V8(61/2)/2(”(t＋舌n ＋ sn)) (ll)
by(10). T he r e e xists ann2 >_ nl S u chthatfo r every n >_ n2
¢
n
(i＋ sn)∈ V6(61/2)/8( 紳))and ¶(i)∈ V6(61/2)/8(”(i＋舌n ＋sn))I
Ⅰ七followsfr o m(ll)and(12)thatfor ev ery n ≧ n2,
d(紳),r7(i) ≧ d(¢
れ
(舌＋ sn),”(t＋まn ＋ sn) トd(FL(i＋まn ＋ sn),r7(ま))
- d(4,
n
(i＋ sn),4,(i))
≧ ∂(∂1/2)/4･
1ヤ
(1 2)
(13)
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flo w eve r, sin c e7(0)∈ V6./2(4,(0)),the U ASofp(i)inS7q(w)implie sd(紳),”(i)) → 0 as
t 一 ∞
, Which co ntr adicts(13)I
No w w e m ay ss u m etha七pn c o n v erges七o s om ep ∈ R
十
as n- ∞
,
a ndtha七0≦pn <
p＋1fo ral1n･ M o r e ove r, w e m ay a ss u m e七ha七((¢りqn , o･(qn)vn)and(p士n ＋qn ,q(Ln ＋qn)w)
七end 七o s o m e(ゆ, u),(”, u) ∈ ∩(”, w)aB n - ∞ , r e SPe C七iv ely･ Sin c ed(*(0), ”(0))-
6(61/2)/2by(9), w eha v e4,(p)∈ V61/2(”(p))I Ho w ever, w eha v e a c ontr adictio nby(8),
be c a u s ed( 紬),”(p))≧a(”(舌n＋rn),4,n(rn)トd(*(p),4n(qn ＋p)卜d(節(qn ＋pn),q5n(qn ＋
p))- a(4,n(qn ＋pn),¢n(rn) 卜d(”(舌n ＋ rn), ”(pn) トd(”(pn), 〟(p)≧61/2foral1large n.
T hu s七hein七egralp(舌)m u s七ha v ePr operty(A).
4. SEPARATI O NC OND ITI ONS
In 七his s e ctio n
,
w e sh allestablish a n e xis七e n c e七he o re m ofalm o s七pe ェiodicin七egr als
u nder a s epa r a,
Lio n co nditio n.
D e丘ni七io n 3 ∩(”, w)is s aidio s atisfy a s epa riiio n c ondition iffo r a ny ” ∈ nq(w),
nv(”)is aI;nile s et a ndif Qand4,, め,4, ∈ nv(FL), a redistin ct inte9r als ofv, the nthe re
e m
'
sts a c o n sta nま入(”,¢,少)> 0suchthat
d( 紳),*(i))≧入(”,卓,中)foral1七∈ R.
To make e xpr es sio n s simple) w e sh allus ethefollo w l ng n O七a七iohs･ Fo r a s equ e n c e
(αk), W e Sh all de n ote i七by α a ndβ ⊂ α m e a n s七ha七βis a s ubs equ e n c e ofα. I-For -
α - (αk)andβ - (βk), α ＋β will den o七e七he s equ e n c e(αL･ ＋βた). M o r e o v e r, LαD;will
den otelim k ー ∞ X(i＋ αた), Whe n eve r α- (αk)-and limi七e xis七sfor e a chま.
Le m m a3 Suppo s ethat ∩(”, w)s aiisPesthe s eparatio n c o nditio n. m e n o n ecan
cho o s e a n u mbe r入o indepe nden舌 ofv ∈ nq(w),4, a nd中for which d(紳),中(七))≧ Åo
fo r ali ∈ R. The nu mber入ois called 挽e sepa ratio n co n sta nまfo rf7(J1, W).
Pr o of O bvio u sly, w e c an a5 S u m etha七七he n u mbe r入(”,¢,ゆ)isindepe nde n七 of歩 and
¢. Le七 vl a ndv2 ar einI?q(w). T he n七he r e e xists a s equ e n c e r
/
- (r妄)s u ch that
v2(i,S, X) -
i.
1imJq(r去)vl)(i,S,X)
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r7デ
unifo r mly o nR
＋
× Sfor any bo unded s etSin R十 × ” , tha七is) L,/vl - V2 unifo r mly
o nR' × Sfo r anybo undeds etSin R x X ･ Let41(i) and4･2(i)beintegralsin nvl(”).
The r e e xis七 a s ubs equ e n c e r⊂ r
/
,(*l;v2)∈ H(¢1, vl) and(4,2, v2)∈ H(¢2,vl)s u ch 七hat
Lr¢1 - 4,1 a nd L,¢2 - 4,2in ” co mpa ctly o nR･ Since H(4,i,vl)⊂ ∩(”, W),i - 1,2,4,1
and4,2 als o are in f?v｡(”)I Le七Ql a nd¢2 bedistin ct in 七egrals. The n
t
ieid(Q
l
(t＋ rk)7Q
2
(t＋ rk))-
i
i盛d(Q
l
(i),¢
2
(i))- α12, 0,
and he n c e
i
i
6
nid(4,
1
(i),#(i))- β12 ≧ α1 2> 0, (14)
which m e a n s七ha七ゆ1 andゆ2 ar edistin ct in七egr als ofthepro c e ss v2(舌, s, a). Le七pl ≧1
a ndp2 ≧ 1 be七he n u mbers of dis七in c七integrals ofpr o c e ss e s vl(i,a, X)
.
and v2(i,S,3;),
r espec七iv ely･ Cle a rly,pl≦p2･ In the s am e w ay, we ha v ep2 ≦pl - :P.
No w, 1et & - min(αik : i,k - 1,2, ･ ･ ･ ,p,i ≠ k) andP - min(P]m : i, m -
1
,
2
,
･
･ ･
,p,i ≠ m)･ By(14), w eha v e α≦ β･ In the s am ew ay, w eha v e α≧ β.
T he rfor eα - β, a nd w e m ay s et入o - α - β.
The ore m 4 Assu m etha舌Fl(i)is aninie9rlalo nR＋ ofthe alm ostper7
'
odicpro c ess w
s u chthat the s etO＋(”)is relativ elyc o mpa ct in X, a nd supposethatf7(”, w)s a舌isBesthe
s eparatio n c o ndiiio n･ The n”(i)hasProperty(A)･ Consequ ently, ”(i)is asympio士ic ally
alntostperiodic.
Iffo r a ny ” ∈ nq(w),nv(”)c o n sits ofonly o n e el m e nt,the nr之(”, w)cle a rlys afisaes
the s epa r atio n c o nditio n. T hu s, thefollowingr e s ult(cf･ [2])is a nim m ediate c o n s equ e n c e
of The ore m s2 and 4.
Co r olla ry 1 Iffo r a ny ” ∈f7q(w), nv(”)co n sits ofo nly o n e el m e nt, then there
e xists a nalm o s舌periodicinie9r alofthe alrT W SipeT七odicpro c e s s w.
Pr o ofofT he o r e m4 Suppo s etha七p(舌)has n ot Pr ope rty(A). The n七he r e e xists an
E > 0 a nds equen c es(Qk,vk)∈ ∩(”, w),7-k ≧0 and 舌k ≧0s u ch 七ha七
d(il(tk ＋ TL･),¢
k
(tk))- E(< 入o/2),
りi
(15)
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d(”(TL･),¢k(o))- 1/k (16)
and
p(q(rL･)w ,V
k
) - 1/k, (17)
whe r e人oisthe s eparatio n c o n sta ntfo rf7(”, w).
Firs七, w e shallsho wtha七 砧 ＋ Tk 一 ∞ a Bk - ∞ ･ Sup po se n ot. T he nthe r e e xists
a s ubs equ e n c e of(Tk), Which w e sh allde n oteby(TL･)again, a nd a c ons七 an七 T ≧0 and
tha七 Tk - r aSk → cx). Sin c e
p(cr(T)w, Vた)≦p(o･(T)w ,Cr(7-A)w)＋ p(q(Tk)w ,V
k
),
(17)implie s七haも
p(q(T)w ,Vk) - o a sA - ∞ ･ (18)
Mor e o v er
,
w e占a n a 5S u m e七ha七
(紙 vk) - (¢,”)co mpa ctly o n R
fo r s o m e(如)∈S7(”, w)･ Ⅰ七follo w sfr o m
.
(18)tha七v - q(r)w ･ Sin c e
d(”(r),4,(0))≦d(”(T),FL壬(Tk) ＋d(”(Tk),4,
A
(o))＋d(¢た(o),4,(0))→ 0
a sk → ∞ by(:16), w ege七 p(r) - i(0), a nd he n c eFL(舌＋ T) - (oiT)w)(舌,0,〟(T))-
(o-(T)w)(i,0,4･(0))- ”(i,
'
0,*(0))- 4･(i)･ Ho w e v er, w ehaved(”(tk＋ Tk), 紳k))≧E/2for
a･ s ufBcie ntlyla rgek by(15),be c a u s e
d(”(tた ＋ Tk),4,(ik))≧d(”(砧 ＋ TL･),4,
i-
(紘) トd(4k(紘),4,(tk)).
T hisis a c o n七r adic七io n. T hu s w e m us七ha vetk ＋ rk → ∞ a Sk → ∞ .
No w
, se七qk - tL･ ＋ 7
-
h and i/
A(i) - ¢k(tk ＋t). T he n
(iLqk, o･(qk)w)∈ H(”, w) and(〃k,(巾k)v
k
)∈ n(”, w),
'
r e spe c七ively･ We m ay a s s u m ethat(pqk, o･(qk)w) - (A,7j) c o mpa ctly o n Rfor s o m e
(p,也)∈ n(”, w),be c a u s eqk 一 ∞ a Sk - ∞ . Sinc e
p(也,o
-
(tk)v
k
) ≦ p(也, q(qk)w)＋ p(q(qk)w,(巾た)v
k
)
- p(也, q(qk)w)＋ p(cr(Tk)w,Vk),
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つ?
w e s e e七ha七p(tb7g(tk)vk) - o a sk - ∞ by(17)･ He n c e, we c an cho o se a s ubseque n c e
(uk2
.
)of(L/
A
) and a 汐 ∈f7d(”)s u chthat
(u
kj
,
q(
'
tk,
･)vk3
'
) - (D,也)compa ctly o n R･
Sin c e
幾(d(”(ik,. ＋ Tk,･),4
kj(紘,･) トd(u
k
3
'
(0),D(0) トd(p(0),”(qk,･)))
≦ d(p(0),D(0))
< 浩(a(”(tL-i ＋ Tkj),d
-
i(ik,A))＋ d(〃
た
3
1
(0),D(0))＋ d(p(0),”(qkj))),
itfollo ws fro m(15)七ha七d(p(0),D(0))- E, Which
.
c o n七radic七s七he s eparatio n c o nditio n of
I?(”, w).
The o re m 5 Ass um ethat”(i)is a nintegral o nR' ofthe alm o stpe r七
-
odicpr oc e ss w
s uch that the seま0'(”)is relativ ely co mpact in X ･ The nthefollo wing State me nts a , a
equivale nt
･
(i) ∩(”, w)s atisBesth
､
e separation co nditio n;
(ii) the re e xists a nu mbe r6o > 0 with theprope riyihaifo r a ny e > othe ,a e xists
ato(E)> 0 su ch thatd(i(s),4,(s))< 6o implie sd(紳), 紳))< E fori ≧ s ＋to(E)∫
whe n eve rs ∈ R, ” ∈f7q(w)a nd¢,中∈ nv(”).
Co n sequ enily, the UAS oftheintegral”(i)on R十 impliesthe s eparation c onditio n
on f7(”, w).
Pr o of lfw e s et6o - 入o,the n(i)cle a rly.implies(ii).
We sh allsho wthat(ii)implies(i)I Fir st ofal, w e sh allv eri&that a ny distin ct
integrals4,(.i),叫t)in nv(”), ” ∈f7q(w), s atisfy
l
t
i
l
m
_
i
w
nf a(紳), 仲))≧6o･ (19)
Suppo s e n o七･ T he nfor so m e” ∈ nq(w),ther e e xis七s七w odistin c七in七egrals 紳)a nd 仰)
in r之v(”)whichs a七is&
1
t
iT_i%f d( 紳), 仰))<6o･ (20)
Sin c e4,(i) and 仰)ar edis七in c七in七egrals, w eha v ed(4(s), Ms))- E a.七 s o m e s andfo r
s o m e E> 0･ T hen 七he r eis atュ S u chtha七il < s - to(E/2) and a(4,(tl),4,(tl))< 6oby
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つ&
(20)～ The nd(4,(s),ゆ(s))< ど/2, whichcon七r adic七s a(4,(s),4,(s) - E. Thus w eha v e(19).
Sinc eO＋(”)is c o mpact, the r e ar e a丘nite n u mbeをofc o v e rings whichc o n sits ofmob alls
withdia m eter6o/4･ We shallsho w七hat 七he n u mbe r ofintegralsin nv(”)is a七 m os七
m o･ Suppo s e n ot･ T he nthe r e a r e mo ＋1in七egralsinfL(”),q
'
(i),i - 1,2, - , mo ＋1,
a nd aま2 S u Ch七hat
d(Qi(t2),4
i
(t2))≧6o/2fori≠j･ (21)
by(19)･ Sin c eQj(i2),i - 1,2, ･ ･ ･ , m o ＋1,
4i(i),Ql
'
(i)(i≠i), a r ein o n eb alla七七im e舌2, a ndhe n c ea(抑 2),*i(t2))< 6./4, which
c o n七radic七s(21)･ T her efo r e七he nu mbe r ofin七egralsin f2v(”)is m≦ m .. Thu s
nv(〟)- (Q
l
(i),*2(i), ･ ･ ･ ,¢
m
(舌)) (22)
and
l
t
iT_iafd(d(i),Q
i
(i))≧6o,i≠j･ (23)
Consider a s equ e n c e(rk)s u ch七ha七Tk - - ∞ aB k 一 ∞ a ndp(打(Tk)”, ”) → 0 as
k. → ∞ ･ Fo r e a ch2
'
- 1,2, - , m , s e七43
'
･k(舌) - Q7
'
(i＋Tk)A Sin c e(¢j,k,cr(Tk)”)∈ H(i3
.
,
”),
w e c a n as s u m e七ba七
(#
'
7
k
, o
･
(Tk)”)- (4,3
'
,”) co mpa ctly o n R
for s o m e(4,2
'
, ”)∈ H(q
'
,
”)⊂ ∩(”, w)･ T he ni七folo w s&o m(23)that
d(4,3
.
(i),*
i
(i))≧6o,
.
for al1ま∈ R a ndi≠j. (24)
Sin c ethe n u mbe rofintegralsinf7v(”)is m,Ov(”)c o n sits of4,i(i),4,
2
(舌), ･ I ･ ,4,7n(i)and
w eha v e(24)･ T his sho w stha七n(”, w)s atisfie sthe s epar atio n c o nditio n.
Co n siderthe equ atio n
I
箆rein O十(”), s o m e of七hes ein七egrals, say
5. A P P LICA TIO N
ut七 - u｡ 正
一 ut ＋f(i, a, u), t> 0, 0< x < 1,
u(0,i)- u(1,舌)- 0, ま> 0,
15
(25)
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where I(i,3;, ”)is contin u o u sin(i, x,u)∈ R x(0,1)× R and i七is analm os七periodic
fu nctio nin 舌 u nifor mly withr espec七t
'
o T an° u whichsatisfies
(i( - )l主如l. J
and
げ(i - i) - I(i,x ,u2)i≦言Iul - uヨf
fo ral1(i,x, u),(i, x, ul),(i,X , u2)∈ R x(0,1)× R a nds om e c o n s七an七 J > 0. We
c o n side r aB an achspa ce X given by X - Ho
l(o,1)× L2(o,1)equipped with the n or m
lI(u, ”)‖ - (i)u｡恨2 ＋(Iv‖ま2)1/2 - (I.1(u蓋＋ v2)血)1/2. T he n(25)c a nbe c o n sider ed a s
an abs七r ac七 equ a七ion
孟(:)- A(:)I(I(i,Ox, u) (26)
in X, whe r eAis a(unbo unded)lin e ar oper atorin X de丘nedby
A(:)-(u｡:_ ”)
for(u, ”)∈ H2(o,1)× Hol(o,1)･ Iもis w ell kno wntha七A ge n er ates aa. -s emigr o up of
bo u nded lin e?r ope r ator o nX ･ In thefollo wing, w e sho wthate a ch(mild)s olutio n of
(26)isbo u ndedinthe future, andthat it is U AS. M or e ove r, w e sho wthate a chs oluti. n
of(26)has a c o mpa ct o rbit in X ･ Co ns equ e ntly, o n e c an ap ply The or e m3 o rThe o r e m
5 tothe pr o c e ssge n erated by s olutio n s of(26) anditsintegralsto c o n cludethat(25)
has a n alm o s七pe riodic s olutio n wbicbis ロAS.
No w
,
fo r any s olutio n(:((tt)) of(26), w e c o n side rafu n ctio nV(i)de丘n ed by
v(i) -l
l
(us･2入uv ･ v2)dx
wi七h 入- 去･ SiIICe‖unL2 ≦uu=ⅠIL2for u∈ Hol(o,1), w ege七七heinequality
;(11鵬 ＋ 鵬 )≦ v(i)≦諾(帖IJi2 ＋=vlli2)･
M o r e o v er, w eget
孟v(ま) ≦
<
2L
l
((A - 1)v2 一 入u芝 一 入u v･(^Iu[･[vl)(%･J)〉dx
2(A - 1)tfv‖ま2 - 2榊 xui2 ＋入(ElfJu‖ま2 ＋ El
- 1
[fv=ま2)
･喜‖鵬 .A(E21[u‖呈2 ･ E2- 1J2)＋言(ど3 鵬 ＋ E3- 1FfvHi2)
＋(E4=vIJま2 ＋ E4
- 1J2)
㌢0
(27)
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for a ny positiv e c ｡ n sta nts el, E27E3 amd E4 ･ We se七 El - ふ E2 - 志,E3 - 圭and E4 - 喜to
get
孟v(,t)≦ 一言鵬 一 志‖鵬 ＋ 4J2･
By(27)and(28), w eget
孟v(i)≦ - CIV(t M 2
a nd henc e
futu r e.
(28)
for s o m epo sitive c o ns七a n七s Cl a nd C2･ The nV(i)
'
≦ e
- CW - to'v(i.)＋曽fQral1舌≧士｡,_ー__1 1 1 1 ′ ′▲ヽs up 蜘 fl(u i),”(i)) 帖< ∞ ･ T hu se a ch s olutio n of(26)is盲. undedin the
by
Next
,
fo r any s olu七io n s(:('tt)' a nd(冨('tt,')of(26), w ec o n sider afu n ｡ti. nV(i)de丘n ed
伊(i)-l
l
((ux - 屯｡)
2
＋2入(u - 忠)(” - D)'(” - 9)
2
)dx -
with 人- 去･ Bi alm o s七the s am e argu m e nts aBfo rthefu n ctio nV(i), w eget
掛uT - =ま - - 9Hi3)≦V(iL<S(1L仙 北 ＋‖い 棚 )
and
孟v(tL< - C3V(i)
for s o m epositiv e c o n st ant C3･ T he n,by(29)a nd(30)w eget
(tux(tト 叫)‖ま2 ･nv(ま) 一 昨)ほっ ≦芸v(ま)
･芸e - c3't- tO'v(i.)
≦ a
- ca(i- to)(nux(toト iix(i.)fは｡
＋1Jv(toト v
-
(to)ui2)
(29)
(.30)
for a nyi≧to7 Whichsho w sthatthe s olutio n(:((≡)) of(26)isU AS･
Final1y, w eshallsho wthate a ch bo undeds olutio n(u(i), ”(i))of(26)has a c o mpa ct
o rbit. To do this,i七s ufBcies七o sho w七ha七 e a ch incre asing s equen c e(Tn) ⊂ R' s uch
that Tn → ∞ a S n - ∞ ha sa s ubs equ e n c e(TL)s u chthat(u(TL), ”(TL))is aCa u chy
s equ e n c ein X , Taking a s ubs equ e n c eifn e c es s a ry, w e m ay as s u m ethat(i(i＋Tn, X,u))
E JQT D E, 199 8 No. 3, p . 16
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c on verges u niformlyin(x, u)in bou ndeds ets andま ∈ R･ T herefore, for any 7> 0the r e
e xists a n no > Os u ch七hatifn > m≧ no, the n
s up げ(t＋ Tn, X,i) - I(L＋ Tm ,X ,i)I
(七,〇,ぞ)∈Rx(0,1)× 0＋(”)
s up げ(舌＋ Tn - Tm , X ,i) - I(i,x ,i)l< 7･
(七,I ,E)∈R x(0,1)× 0＋(”)
Fix n amd m s uch tha七 n > m ≧ no, and s et u
T(i) - u(t＋ T), V
T(i) - ”(t十 T) and
r(i, ∬,i) - I(t ＋T, a,E)wi thT - Tn - Tm ･ Cle arly,(u
r
,
v
T)is a solutio n of(26)with
′T inste ad oり ･
Consider afu nctio nU defin edby
u(i)-/.
1
((u ∬ - u;)
2 ＋2入(u - u
T
)(” - v
T
).( -
r
)2)dx
with入 - 去･ The n
芸(IIux ･ - uT=IIi2 Ilv - vTI12L2)≦ ㈹ ≦芸(ttu= - uT=II2L2 ･‖ - T催2)
a nd
孟u(i) ≦ (2入 - 2)Hv - vT[はっ - 2^uux - urxtl2L2
･2入1
1
lu - U
T
L(1v - v
r
t･)I(t7 X7 u) - r(ip 7u
r
)IldT
･ 2/o
l
tv - V
T
IV(- ) - r(ip, u
T
)Idx ･
Sin c e
lf(i,a,u卜 f
r
(i, a,u
T)I≦ If(i, x, u) - I(i,x,u
r
)I＋If(i, x, u
T
) - r(i7 X, u
T
)隻
･言Iu - uTけ 7,
w ege七
孟u(i) ≦ 一昔‖ - ,Ilま2 -言11ux - u T=I2L2
･去(加 - urL性2 ･ loll- TI12L2)･孟1l-
T
ll
2
L2
･去(芸n - ,IL22 .272)
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･言帥 - vr[Ii2 ＋去‖ - THi3)I(E61fv - vr‖ま2 ･孟72)
≦ Ⅰト 棚 2(- 1.箸･E6)
･HuD - u;I[
2
L2(一言＋ 玩 ＋ 面 ＋ 元 ＋志)＋(言＋a)72 ･
1 1 1
PuttingE5 - 1 a nd E6 - i, w eha ve
孟u(i) ≦ - a( 帆 - u:ni2 十l 卜叫[l2L2).472
≦ - CIU(i)＋47
2
,
wher eC and Cl ar e SO m e C O n S七a n七sindepe nde n七 of7･ T hen
u(T-)≦ e
- 01r- U(0)＋筈
Or
‖ux(T-) - ux(rn)‖呈2 ･lJv(r- ト v(Tn)Ili2 ≦ Ke O - 瑠7
whe re ” - 2 U(0)･ Take nl≧ no s othatKe
- Clrnl <g･ T he n
‖u=(T-) - ux(Tn)Hi 柵 (Tn) - ”( 舶 <芸72
ifn >
-
m ≧ nl, Whichsho w s七ha七((u(Tn),”(Tn)))is aCa u chys equ e nc ein X, a s r equir ed.
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SK E W P R O D U C T FL O W S O FQUASI- P R O C E S S耳S ANl⊃
S T A B IL IT I五S
Y OS HIY U KI fIIN O* and S A T O R U M U R A K A M I†
A B S T R A C T･ A c oncep七 ofqu asi-pro c esses which is age neraliz atio n ofpr o c es sesin 七he
Se n s e of Dafer mos isintr oduced) a nd s o m e equivalence r elations c onc er n lng With s七abili七y
pr opertie sfo rqu asi-pro c esse s are studiedin conne c七io n with stabilitypropertiesforlimiting
qu asi-pr o c es se s: Results a r e ap plied七o s七abili七ypr oblem s in func七io nal differ en七ialequ a七io n s
wi七bin丘ni七e delay.
1. I N T R O D U CTION
T he c o n c eptofpr o ces s esdis c u s s edin Dafe r m o s[1971], H ale[1977, 1988】aJnd Ka七o,
M artynyuk andShes七ako v【1996]is a u s eful七o olinthe studyofm athe m a七icalanalysisfo r-
so m ephe n o m e n a who s edyn a micsis described by equ a七io n s七ba七c o n七ain 七bede riv a七iv e
wi thr espe c七tothe七im e v ariable･ Inde ed, H ale【1988】deriv ed s o me s七abili七y pr ope r-
tiesfo rpr o c es s e s a nd p plied七hos e七o get s七abili七y r e s ultsfo r s o m ekinds ofequ atio n s,
in cludingfu n ctio nal differe ntialequ atio n s, pa rtial differ e ntialequ atio n sa nd e v olutio n
equ ation s･ T hes e equ atio n sha N e a C O m m On Pr operty;the spa c e ofinitial fun ctio n sfo r
thes e equ atio n siside nticalwiththe phas e spa c e and s olutio n stal(e valu e s which va ry
c o ntin u o u slyin thepha s e SPa C e Wi七h七im e舌･ On the othe rhand,inthethe o ry offun c-
tio nal differ e ntialequ a七io n swi比 in丘ni七e delay as wel asin七egr odifEer e n七ialequ atio n s,
the spa c eB Cwhich c o n sits of al1bo u nded c o ntinu ousfun ctio n s o n卜 ∞ ,0〕is o n e of
theimporta nt cla s s esfo rthe spa c e ofinitial fu n ctio n s. Cle arly, the spa c eB Cisdifferent
fro mthephas e SPa C e Ofthes e equ atio n s)be c a u s e s olu七io n sdo n o七take values which va ry
1991 Mathe m aticsSubjec七Classific atio n. P rim a ry 34Ⅰく1 5;Sec o ndary 34 K 20.
◆Pa rtly s up ported in par七 by Gr ant-in - Aid forScientific Res e arch(C), No.09640156, Jap anese M in-
istry of E du c atio n, Scie n c e, Sports a ndCultu re.
fpartlys up po rted in part by Gr ant-i㌣Aid forScie ntiBc Res e arch(C), No･09640235, Jap an es eM in-
istry of E du c atio n, ScierlC e, Sports a ndCultu re.
争一夕
c o ntinu o u slyin B Cwithtim ei･ In a re c e n七pape r,
M u r akamia ndYo shiz aw a[1992】have
given 七hefollo wingres ult u nde r ami1das s u mp七io n七hat 七heB C
- u nifo r masymp七o七ic s七か
bili七yis equ lVale ntto 七he p
- unifo r m asympto七ic s七abil 七y) wher ep
-stability m e a n s七ha七
the s olution r e m ain s sm allwithr e spe ct tothe m et ricp, which i
ndu c e sthe co mpa ct ope n
topology,iftheinitial fun ctio nis
s mallwithr e spe ct to p･ T hep
-stabilityis a u s efulto ol
inthe study ofthe e xiste n ce of alm o
stperiodic s olutio n sforalrn o stperiodi
c syste m s) s e e
Mu r akami and Y. shiza w a[19921. As willbe s e e nby a n e x a mplein Se ctio n3, ho we v er･
the c o n cep七 ofpr o c es s esdo es n ot
丘七in with七he study ofp-stabilityin 七he stability
pr oble m sfor fun c七io nal diffe
ren七ialequ atio n swi thin丘ni七e delay･
To o v e r c om e七he diBicul七y s七a七ed abo v e,in 七his a rticle w ege n e
raliz e七he c o n cep七 of
pr o c es s e s and ge七 a m o r e ext nded c
o n c ep七 which is caledqu a si
-pr o c e ss e s･ In Se ctio n
2
)
w edisc u s s s o m es七abili七y pr opertie sfo rqu a si
-pr o c e ss es and obtain s om e equiv ale
n c e
r elatio n s c o nc er ni gstabilitie sfo rqu a si
-pr o c es s e sin c on n e ctio n withthos e
for
Hlimiting
”
qu a si- proc es s
.
S (T he o r e m1), whichis age n e raliz atio n of T he o r e m3
･7･4in H ale【19881･
In Se ctio n3) w e七r e a七fu n ctio nal differ e nt
ialequ a七ion s withinfinite delayde丘n edo n七h
e
fading m e m o ryspa c eCg
O
and, c o rr e spo nding七op
- m etric, we c o n str u ctqu a si
-pr o c ess es a か
s ｡ cia七ed with fu n c七io nal di鮎rentialequatio n s within丘nitede
lay(Pr opo sitio n sヨ and 3)･
Finaly, e stablishingthatqu a si
-pr o c es s esfitin withthe a nalysis o
fp- stability pr oble m s･
we obtain an equivale n c e r elatio n shipbetw e e nthe s
e stabilitie sfo rthe orlglnalequatio n
t J
andthos eforlimitingequ atio n s(The o r e m2)and an equiv ale nc e r elatio
n shipbetw e n
the B C- s七ability amdp-s七abili七ies(Cor ollary)whichis agen eraliz at
ion of The ore m2 in
Mu r akami and Yo shiza w a【1992]I
2. QU A SI- PROCES SE SAND S O M ES T A B IL
IT Y P RO P E R T 甘.
:S
In 七his s e ctio n) w eshallin七r odu c e七he c o n c ep
七 ofqu a si-pr o c es s e swhichis age nc l. -まユ
ー
iz a七io n ofpr o c ess e s and dedu c e s o me r es ul
ts o n stabilitypr opertiesforqu asi
-pr o c e sse ･
suppo s ex is a m e七ric spa c ewith m e
t ricaa ndle七 w :R＋ x R
＋ x X ‥ X7R
＋ :- tO, ∞),
be afun c七io n s a七isbring七hefollowingpr opertie sfo r al i,T,a ∈ R
＋
and x ∈ a:
(pl) w(0,a, x) - 3;
(p2) w(i＋ T,S, T) - W(i, T ＋ s, W(T,S, a))
I
Let” be a n o n empty Clos eds e七in X ･ We callt
he m apping w a” -quasi-proce ss o n
x or simply aqu a si
-pro c ess on ” )ifw s atis
丘esthe c onditio n)
(p3)the restricted m ap ping w : R
' × R' × 3' - ” is c o ntin uo u s,
5占
七oge七her wi 七hthe c o nditio n s(pl)a nd(p2)I In c as e.ofユ
) - ”
,
the co ncep七 ofqu aBi-
pro c e s s e siside ntic alwiththatofpr o c e ssesinvestigatedin Dafer m o s[1971], H ale[1977,
1988】 andin Ka七o, Ma r七ynyuka nd Shes七ako v〔1996]･ We e mpha siz etha七the c o n c ep七of
pr o c es s e sdoe sn o七飢in wi七h七he study ofp-stabili七ie sinfu n ctio n al differ e ntialequ atio n s
in c o n七r a s七 with 地e c o n ceptofqu a si- pr o c es s es, a will be s e e ni the n e x七s e c七io n･
De n o七eby W 七he s e七 of al1qu a Bトpr o c e ss es o nX･ Fo rr ∈ R
十
a nd w ∈ ” , w ede丘n e
thetr a n slatio n o･(r)w ofw by
(o
･
(T)w)(i,S,a) = W(i,T ＋ s,a), (舌,s,a;)∈ R
＋
× R＋ × X,
a.nd s e七 ryq
＋(w) - Ut≧ocr(i)w ･ Cle a rly pyq
＋(a)⊂ W･ We de n ote by Hq(w)all
Jfu n c七io n s
x : R
＋
× R＋ × X - X su ch七ha七fo r s o m e s equ n c e(Tn)⊂ R＋, (o･(Tn)w‡C o n v e rge s
七o x poin七wis e o nR
＋
× R十 × Lr, tha七is,1im n → ∞(o'(Tn)w)(ちs, a)千 x(ちs, 詔)for a ny
(i,a,盟)∈ R＋ × R＋ × JY･ T he s e七 Hq(w)is c o n side r ed as a七opological
-
spa c ewi ththe
point wis e c o n v erg n c e) a nd iもis cal1ed七he hullofw ･
Co n side r a〕Lqua si-pr o c ess w o nX s a七is&ing
(p4) Hq(w)⊂ W･
cle a rly, Hq(w)isin v aria n七 withr espe c七七o七he七a n sla七io n o
･
(r),r ∈ R＋ ･ Fo r a ny舌∈ R＋,
w e c o n side r afun c七io n7T(i):X x Hq(w) - ” x Hq(w)de丘n ed by
7r(舌)(∬,x) - (x(i,0,3;),0
.
(i)冗)
for(x,x)∈ X x Hq(w)I 7T(i)is calledthe skew pr odu ctPo w offhe qu a si-pr o c e ss w, if
thefollo w i ngPr ope rtyholdstr ue:
●
(p5) 7T(ま)(y,冗)is c o ntin u o u sin(舌,y,冗)∈ R
＋ × ” x Hq(w)･
T he ske wpr odu c七ao w 打(i)is said七obe ”-stro ngly a sympiotic allys m o othif,fo r a ny
n o n e mpty, clos ed bo u ndeds e七B ⊂ yx Hq(w),the r e e xists a c o mpa c七s etJ ⊂ 3)× Hq(w)
withthe pr ope rty七ha七(7r(in)(yn ,xn))has a s ubs eque n ce which appr o a ches七o J whe n-
e v e r s equ e n c es(舌n)⊂ R＋ a nd((yn,xn))⊂ Bs a七isfy1im n → ∞ まn I ∞ and7T(i)(yn,Xn)∈
B foral1i ∈【0,tn]. In c a s e of〕) - ”, the 〕)-str o ng asympto七ic s m o othn es s of7T(i)
implie sthe asymp七o七ic s m o othn ess ofT巾)intr odu c edin H ale〔1 977, 1988】･ Inthe n e xt
s e ctio n, w e sh allse e七hat they-str o ng a5ymPtO七ic s m o othn es s oflr(i)is e n s u r ed whe n w
is aqu a si-pr o c e s sge n e rated bys o m efun ctio nal di鮎re ntialequ atio n s withinfinitedelay･
No w we s uppo s ethat Hq(w)is s equ e ntially c o mpa ct and w edis cus s r elationships
betw e e n s o m e stability pr ope rtiesfo rthe qu a si
-Pro c es sW andtho s efo rthe
ulimiting
H
qu asi-pr o c ess e sx ∈ nq(w);her ef7q(w)den ote sthe LJ-limitset ofw withrespe c七to the
97
tr anslatiops emigr o up q(i)･ A c o
ntin uo u sfu n ctio n” : R
＋ ‥ ツis calleda nintegr alofthe
qu asi-pr o c e ss w O nR
＋
,
ifw(t} 7P(s))- ”(t＋s)foral1t7S ∈
R＋(cf. Hale[19777p･80])･
Inthefollowing, w e s uPPOS e七ha七th
e r e e xis七s anintegralp: R
＋ - ” ofthequ asi-pr o c e ss
w o nR＋ s u chthat the s e七 0
＋(”)- (”(i):i e R
＋)is c o ntain edin 3)a ndis r elativ ely
c o mpa c七in I - r o n(p5)w e se etha
七 汀(6)(”(a)･ q(s)w) - (w(6, s,”(a))･q(s ＋
6)w) -
(”(s＋6), q(s＋6)w)tendsto(”(a),
q(s)w)as6 - 0
＋
u nifo rmlyfor s∈ R
＋･
7
C O n S equ ently7
theintegr al” m u s七be u nifo r
mly c ontin u o us o nR
＋
･ Fr o mAsc oli- Ar z61a
'
sthe o r e m and
the s equ e n七ialc ompa c七nes s Of
Hq(w),itfollo ws七hatfor a nyssqu e n c e(TL)⊂ R
＋
,
the re
e xis七 a s ubsequ e n c e‡Tn)of(Ti)' a 冗 ∈ Hq(w)
and afu n ction ” : R
＋ ‥ ” s u chthat
Iim … g(rn)w - 冗 a nd lim n 一 ∞ ”(i＋ Tn)
- ”(i)unifo r mly o n a ny c o mpa C七inte r v
alin
R＋. Inthis c a s e, we Write as
(p
Tn
,
o
･(Tn)w) 一 (”,X)c o mpa ctly,
fo r simplicity: De n ote by Hq(p7 W)the s e
七 of al1(”,冗)su chthat(U
rn
,
q(Tn)w) 一
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七ha七1im n ー ∞ Tn - ∞ a nd(u
rn
, q(Tn)w) - (〃7X)c o mpa c七1y･ We e a silys
e eti,i--, ⊥
integralofthe qu a si
-pr o c e ssx O nR
＋ whe ne v er(”,冗)∈ Hq(p･ w)･
Fo r a ny ∬o ∈ X a ndE > 0, w
e s e七VE(xo) - (a ∈ X
･
･ a(∬, ∬o)< E)I We sha 脚 油 e
de丘nition ofs七abili七iesfo rthein七egralI1 0f
七he qu a si-pr oc e ss w･
D e
?i;
it
?u
n
nifo
T1:y
i
:t
t
:gbTe
al
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R
;㌶
o
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f
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h
E
e
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S
て望去(E, - !こ山
w(i,s,y n V6(”(s)))⊂ VE(”(t＋ s))f
o r(t7 S)∈ R
＋ × R＋;
(ii) ”- unif - ly a sympioiic a
ly stable(”- Uns), ifit is ”
- U Sandthe ree滋sts a
6o > 0 withthe prope巾 - fo r a ny
E > 0, ihere由 a io > 0
s u ch 伽 w(ちs,y n
v6.(”(s))⊂ VE(”(t＋s))fo r
t>
-
io7 S ∈ R
＋
;
(iii)” - attr a ch e in Oq(u)if
the reis a6o > 0 su chthatfo ry ∈ y n V6o(”(0)hnd
(”,冗)∈ nq(”, w), d(冗(i,0,y)7
U(七))一 O as舌 → ∞ ･
we a s s u m ethefollo wing pr ope rty O ny7 W a
nd”:
(p6)Ther eis a61 > 0s u chtha七
for a ny s ∈ R
＋ a ndまo > 0, w(to,s,y)∈ ” Whe n ev er
y ∈ ” and w(i,a,y)∈ V61(”(”
s))foral1七∈(0,tol･
If” - X,the n(p6)is cle a rly s atisfied
･ h the n e xtse ctio n, w ewillgiv e a no ntivial
exa mplefo r which(p6)is s a七isaed･
The o r e m1 Lety be a closed s et in a
m ethc space X a nd s uppo se that
w is a y-
qu a si
-pro c ess o n Xfo r which Hq(w)
is sequ e ntially c o mpa ct a nd
that the ske wpr odu ct
計昏
Po w ”-(i): ” x Hq(w) - X x Hq(w)ofthequ asi-pr o c ess w is” -strongly asymptotic ally
s m o oth･ Als o, suppo s ethat” ‥ R
' - 3)is a ninie9r alofw o nR＋ s u chthatO＋(Fl)is
a relativ e c o mpa ct s ubs et ofy andthat(p4)a nd(p6,)are s a棚 ed･ The nthefollo tLdng
statem e nts a re equ w ale nt:
(i)
(ii)
Theintegral”is3)- U A S.
T heintegral” is ”- U Sa nd〕)- a比r a ctiv einf7q(w).
In the ca s e七ha七3) = ”, ” ≡ 0 a nd ”is c o mplete,the equivale n c e(i) 令(ii)is a
dir e c七 c o n s equ e n c e of Theor em 3･7･4in fIale【1988】, be c a u s ethe3)-str o ng a symp七o七ic
s m o othn e ss of7r(i)impliesthe a BymP七o七ic s mo othn es s of7r(叶Fo11o wingthe argu m ent
e mployedin T he o r e m3･7A in Hale〔1988], w e c a n s e etha七 地e equiv ale n c em e ntio n ed
abo v eholds七r u e e v e nif〕)≠X or”≠0 orX is n o七 nec e sarily c o mplete;w e omi モモhe
de七ai18.
3. QU A SI-P ROC E S S E S G E N E RA T E D B Y F U N C TI O NA L
D IF F E R E N TIA L EQIUA TI O N S W IT H IN FIN T E D E L A Y
In 七his s e ctio n
, we shal1七r e a七fu n c七io nal diHer e n七ialequ atio n s o n afding m e m o ry
spa c ea nd sho wtha七qu a Bi-pr o c es s es ar e n atu rally ge ner ated bythes efun c七ion al di飽ト
e n七ialequ atio n s.
We 丘r s七 e xplain s o m e n otatio n a nd c o n v e ntio n e mployed七hr o ugho u七 比is s e c七ionI
Let Rn bethe n-dim e n sionalr eal 1in e a r spa c ewithn o r miII. For a nyinte rval Jc A:-
ト ∞ , ∞), w ede n oteby B C(J;Rn)the spa c e ofal1bo unded a ndc o ntin u o u sfu n ctio ns
m apping Jinto R
n
･ Cle a rly BC(J;Rn)is aB an a chspa c ewi 七h七he no r m卜IB C(J;Rn)
defin ed by 樹B C(J;Rn) - S up(JQ(ま)I:i∈ J)I If J- R
-
: - ト ∞ ,0],the n w e simply w rite
B C(J;Rn)andHB C(J;Rn)aSBC and卜IB C, r eSpe C七iv ely･ For a ny fun c七io n u :卜 ∞ , a)-
Rn a nd舌 < a, w ede丘n e afun c七io n ut : R
y
- Rn by ut(s) - u(t ＋s)for s∈ R
-
. Let
9 : R
-
- 【1, …)be a ny c o ntin u o u s, n o nin c r e a singfu n ctio n s u ch七ha七 9(0) - 1 a nd
9(s) - ∞ a S S- - ∞ . We s e七
C
g
O
:- (め: R
-
- R
n is c o ntin u o u s with
sipm[4(s)l/9(s) - 0)I
T he nthe spa c eCO
O
equipped wi ththe n orm
帆 - s
s
u
s官幣, ¢∈ cgo,
is asepa r able Ban a ch spa c e.
卵
T hr o ugho ut the r e m ain der of this a rticle,let a(R' x ag
o
;R
n)be the spa c eof all
co ntin u ousfu n ction s o nR＋ x a
g
o
with valu esin Rn) whichis equipped withthe c o mpa ct
ope ntopology.
No w w e c o n side r七hefollo wingfu n c七io naldiHe r e n七ialequ a七io n
霊- F(i,叫), (1)
whe r eF(i,¢)∈ a(R＋ × Co
o
;R
n
)･ In whatfollo w s, w e sh allsho w七hat(1)ge n e r ate s a
quasi-proce s s o n an a,ppr opria･七e spa ce u nder s o m e c o nditio n s a nd dedu c e equivale n c e
r elatio nshipsbetwe en s o m e s七abili七ypr opertie s of(1)and七ho s e ofitslimitingequ atio n s
a s an applic atio n ofThe o rem l･
We as s u m ethefolo wing c o nditions o nF:
(Hl)F(i,4)is u nifo r mly c o ntin u o u s o nR' × K:for a ny c o mpa cts et- Kin Cg
O
･
(H2)For a ny H > 0,ther eis anL(H)> Os u chthatlF(i,4,)I≦L(H)for al1t∈ R十
and¢∈ Co
o
s u ch 七hat[4[9 ≦ H ･
Fo rT ∈ R＋, w ede n otethe T-七r a n sla七io nF
'ムf F(i,¢)by
Fr(i,4,) - F(t＋ T,4), (i,¢)∈ R' × C9
0
･
Cle arly, F
T isin a(R＋ × C9
0
;R
n),to ol Set
whe r e(FT;T ∈ R＋)den o■七es
H(F) - (FT;T ∈ R＋),
the clo s u r e of(F
T
;T ∈ R
')in a(R＋ × CO
O
;R
n)I The
s ubspac eH(F)of a(Rt x Co
o
;R
n)is calledthe hullof F･ Ⅰ七is kno wntha七 H(F)is
m etriz able, s e ePr opo sitio n8.1.3 in Hin o, Mu r akami and Naito[1 991]･ Cle a rly, the
hull H(F)isin v ariant withr espe c七to the T-七r an sla七io n, that is, G
T ∈ H(F)when e v e r
a ∈ H(F) and T ∈ R＋ . M or e over,fr o m(Hl)i七follo w s七ha七 H(F)is a c o mpa c七 s et in
a(R' × CO
O
;早
n), s e eT he o r e m7･1･4in Hin o, M u rAn miand Nai 七o【1 91】･ If a∈ H(F),
o n ec an cho os e a s equ e n c e(Tn)c R' s othat F
Tn te nds to ain a(R' x CO
O
;R
n
),that
is
,
F(i ＋Tn ,¢) - a(i,¢)as n- ∞ u nifo r mly o n a ny c o mpa cts ubs e七 ofR
十
× C
g
O
･ It is
easyto s e e七ha七 e a ch a∈ H(F)s?tisfie s(Hl) and(H2) (with七he c o m m o nL(
･))whe n
F do e s. Wede n oteby ∩(F)the s et of al1ele m e nts ain H(F)for which o n e c an cho o s e
a s equ e n c e(Tnt⊂ R' so七hat(Tn) 一 ∞ aSn 一 ∞ and F
Tn - Gin a(R x CO
O
;R
n). If
a ∈ H(F),the syste m
du
京
- a(i, ut) 七∈ R
＋
,
て0
(2)
is called a n equatio nin the hullof System (1)I In partic ula r, ifa ∈ S7(F), the niもis
c aled alimiting equ atio n of(1).
In 七hefolo w l ng) W ealw ays as s u m e七h follo w l ng c o nditio n,もoo:
(H3)For a ny a ∈ H(F)and(o
･
,め)∈ R' × Co
o
, Equ atio n(2)has a uniqu e s olutio n
thr o ugh(o･,4,)whiche xistsfo r all舌≧ q.
Co n side r am apping@ : R
＋
× R' × C
O
O
x H(F)‥ CO
Ode丘n ed by
◎(i,s,¢,a)- 叫 s(s,め,a)∈ Cg
O
, (i,s,め,a)∈ R＋ × R＋ × Cg
O
x H(F),
whe r e u(I, s,4,, a)is七he s olutio n of(2)thro ugh(s,i).
Pr opo sitio n 1 (cf･ T he ore m8･1･5 in Hin o, Mu r akami a nd Nai七o[19. 1)
thatc o nditio n s(Hlト(H3)a res aまisjied. The nthe m apping◎is c o ntin u o u s.
As s u m e
Sup pos ethefollowingc o nditio n :
(H 4)Equ atio n(1)haβ abo undeds olu七io n叫)de点n edo nR＋ su ch七ha七 恥 ∈ B C.
We s e etha七the s et(% :舌 ∈ R')is r elativ ely c o mpa c七in qg
O
a nd七hat 屯 ∈ Cg
Ois
uniformly c o ntin u o u sin 舌 ∈ R
十
, s e eMu r akami a nd Yoshiz a w a〔1992ト Ther efo r e, fo r
a ny s equ e n c e(TL)⊂ R＋ o n e c an cho os e a s ubs equ e n c e(Tn)⊂(7TL),匂 ∈ a(R;Rn)a nd
a ∈ H(F)s u ch七ha七1im n 一 ふ Frn ≡ ain a(R＋ × CO
O
;R
n)and lim n → ∞ 梅.rn 一 端 - 0
unifor mly o n a ny c o mpa c七in七e r v alin R
＋
. In this c a s e
,
w ew rite a s
(屯恥 ,F
Tn) 一 (宙,a)c o mpa ctly,
fo r simplici七y･ De n ote by H(ii,F)the s e七 of al1(匂,a)∈ a(A;Rn)× H(F)･s u chthat
(iiTn , FTn) - (v
～
, a)c o mpa ctlyfo r s o m e s equ n c e(Tn)⊂ R＋. In pa rtic ula r, w ede note
byf7(屯,F)the s e七 of al1ele m e nts(匂,a)in H(句 F)for whicho n e c a n cho o s e a s equ e n c e
(Tn)⊂ R＋ s o七hatlim n ー ∞ Tn - … a nd(屯Tn ,Frn) - (”
-
, a)c o mpa ctly. We can e aBily
s e etha七i)is a s olutio n of(2)whe n e v e r(”
-
,
a)∈ H(屯,F).
Ne xt w e shallc o n s七ru c七 a qu a si-pr o c es swi th X - BCp a ssocia七ed wi th(2);her e a nd
he r e afte r, B Cp
'
de n o七e sthe spa c eB Cwhichis equipped withthe m etric pde丘n ed by
告 1 [¢ - 4,fBC(トn,0】;Rn)
p(¢,ゆ) - ∑
nfto2
n1 ＋l¢ - 舶 c(トn,OI;Rn)
め, 中∈B Cp･
It is w ell kno Ⅵmthat thetopologyin du c ed bythe m etricpis equivale nt 七othe compact
ope n七opologyin B C.
y
we nr s七pr ovide an e x a mple which show s七hat a pr o c e s s o nBCp c an n ot be alw ays
c o n s七ru c七ed forfu n c七io nal diffe rentialequ a七io n swithinfinitedelay.
Ex a mple Co n side r a s cala rdelay equatio n
∞
i(i) - ∑(1/n3)x(i - n), (3)
n = 1
which is a spe cialc a5 e Of(1)with9(s) - S ＋1 a nd F(i,4,) - ∑n
cc
= 1(1/n3)¢トn)A Ⅰ七is
cle a r七ha七七he c o nditio ns(f[1)-(H3)ar e s a七is丘ed fo rthis equ a七io n･ Co n sider a s equenc e
(4k) ⊂ BC de丘n ed by ¢
k(8) - O if - k ≦ 8 ≦ 0, k4 ifO ≦ - k - 1 amd lin e ar if
- k - 1 ≦8≦ - k. Cle arly¢k - oin B Cp･ Let den ote by a(i,s,4,)the s olutio n of(3)
thro ugh(s,Q). The n
x(1,07的 - /.
1
n;i(1/n3)4k(s - n)ds
･ 1/(k･ 2)
3/.
1
¢k(s - k - 2)ds
≧ k4/(k＋2)
3≧1
fork≧ 10. Note七ha七x(i,0,0)≡ oa nd∬1(0,4,
A)i,3;1(0,0)inB Cp･ He n c e七he a ss ociated
m apping w : R
十 × R' × B Cp I
- i B Cp de丘n ed by w(i,s,4,) - xi＋s(s,i), (ちs,¢) ∈
R＋ × R＋ × B Cp, 1S n ot C O ntin u ou s o nR
十 × R＋ × BCp･
Fto m七he abo v e ex ample, w e s e etha七七he c onc ep七ofpr o c es s e sdo es n o七fit in wi七hthe
study ofthe
･
p-s七abilitie sin fun ctio n al diEe r e n七ialequatio n s withinfinitedelay
･ In what
follo w s, w e shallc on sider a s ubs et ” of BCp and c o n str u ct a ”
- qu asi-pr o c e s s o nB Cp
a s s oQia七ed with(2)七o over c o m ethe abo v ed 漁c ul七y･
Let U be a clo s ed,bo u ndeds ubs et of R
n
whos einterio r co nt ain sthe clo s u r e ofthe
s et(ii(i):i∈ R), whe r e屯isthe o n ein(H 4)･ Set
B C
p
U
- (¢∈ B Cp :4(0)∈ U for al18 ∈ R
-
)･
Ⅰ七is cle ar七ha七 B Cp
U is a n o n e mp七y, clos eds ubs e七 of B Cp･ With ”
- B Cp a ndユ) -
B C
p
U
,
we sh allco n str u ct the qu a si-pro c e ss a ssociated with(a co n side r afu n ctio n
W
P
G
: R＋ × R＋ × B Cp ‥ B Cp definedby
w
p
G
(i,s,¢)- ut.a(a,め,a), (i,s,¢)∈ R
＋
× R' × B CpI
pr opo sitio n 2 W P
G is a BC
p
U
-quasi-pro c e ss o nB Cp･
pr o of. Fr o m(H3) w e e a 5
.
ily s e ethat W P
G
satisfie s(pl)and(p2) wi thX - B Cp･ We
sh allsho wthat WP
G
s atisfies(p3)wi th a - B Cp a nd” - B Cp
U
･ suppo s ethe c o nditio n
巧1
(p3)is n ot s a七is丘ed fo r wp
G
･ The n七he re e xis七 a point(i,s
h
,卓)∈ R' x R＋ × B Cp a nd
s equ e n c e s(tn)⊂ R＋, (sn)⊂ R＋ a nd(¢り ⊂ BCp
U
s u ch七ha七(tn ,sn ,*n) 一 (百,育,a)in
R＋ ×R' ×B Cp a B n 一 ∞ a ndtha七infn p(utn ＋ 恥(sn,i
n
,a),叫.5(s
I
,あG))>0. T he nthe re
e xists a nintegerI > 0s u chtha七infnlutれ ＋an(sn ,4,
A
,Gト uf＋s-(s
-
,あG)LB C(トl,0];Rn) > 0,
a nd he n c ether e e xists a s equ e n c e(Tn)c[-I,0]s u chthat
i慧flu(tn ＋ sn ＋ rn ,sn,¢
n
,Gト 岬 ＋ s
-
＋ Tn,宮,あG)I> 0･ (4)
Sin c e u(i,s
-
,あG)is c o ntin u o u sin ま∈ R, w egeもinfnIu(tn 十 sn ＋ rn ,sn,4n,Gト u(fn ＋
s
-
＋ Tn ,5,あG)(> 0. T he r efo r ei七m u s七hold七ha七tn ＋ Tn ≧ 0fo r alls ufncie n七Iylarge
n, be c a u s e ofp(¢n ,a) - o a 5 n 一 ∞ ･ T hu s w e c a n a 5 Sym etha七Iim n 一 00 rn - 千
fo r s o m eテ ∈ トl,0] wi th首＋ テ ≧ 0･ Sin c elim n ー ∞ 伊 - 剣g - 0 a s e a sily be seen,
i七follo w sfr o mPr opo sitio nl七ha七1im - Iutn .8n .Tn(sn ,in,Gト T. 帥鵜i,a)19
- 0;
whichimplies七ha七1im n ー ∞lu(tn ＋ sn ＋ rn, sn ,¢
n
,Gfト u(f＋富＋テ,s
-
,4,,a)li- 0. T he r efo r e
lim n ー ∞lu(tn ＋ sn ＋ rn ,sn ,¢n ,Gト u(ぎ＋ s
M
＋ Tn ,a
-
,あG)I- 0, which is a c o n七r adicもio n七o
(4).
No w w e c o n side rtheB C
p
U
-qu a si- pr o c es s WP
F
o nB Cpge n er ated by(1)y (H3)yieldsthe
r elatio n u(t＋T,S＋ T,4,,F) - u(i,a,¢,Fr)fori∈ A a nd(s,r,i). ∈ R十 × R＋ × Cg
O
･ He n c e
(q(T)WP
F
)(i,
'
s,¢) - WP
F
(i,T ＋ s,¢) - 叫 ＋T's(T ＋ s,¢,F) - ut＋B(s,¢,F
T
) - wp
Fナ(ちs,4)
for(i,s,4,)∈ R＋ × R' × ag
o
;in othe r w o rds,
cr(T)WP
F
= w
p
Pr
･
Furthe r m or e, w e s e e七ha七 Hq(WP
F) - (WP
G
: a ∈ H(F))a nd nq(WP
F) - (WP
G
: a ∈
∩(F)). Mo r e o v e r, w e s e etha七 Hq(WPF)is s equ e ntially c Q mPaCも a ndthe B Cp
U
- qu a si-
pr o c es s s a七i&esthe c o nditio n(p4). Fo ri ∈ R＋, c o n side r a m ap ping 7Tp(ま): B Cp x
Hq(WP
F) - B Cp x Hq(WP
F)defin ed by
7Tp(i)(i,W P
G
) -(ut(o,め,a),cr(i)W P
G), (如 p
G)∈B Cp x Hg(W P
F
)･
Notic etha七1im n ー ∞t¢
れ
- Ql9 - 0 whe n e v e r(節)⊂ B Cp
U
s a七is鮎slim n → ∞ p(節,4,) - 0･
T her efo r e, r epe a七ing alm os七七he s am e a rgu m e n七 a sin七hepr o ofof Pr opo sitio n2) o n e can
s e e七ha七 7rp(i)s a七isfie s七he c o nditio n(p5)with〕ノ - B Cp
U
,
and hen c e7rp(i)is 七he ske w
pr odu c七now ofwp
F
･
pr opo sition 3 The ske wprodu ctPo w7Tp(i)i5 B Cp
U
-str o ngly asymptotic allys m o oih･
pr o of. Ⅰ七s uiRc e sto sho w七hatforthe s e七 B Cp
U
x Hq(W P
F)there e xists a c o mpa c七 s et
J ⊂ BC
p
U
x Hq(wq
F)wi th七hepr ope rty七ha七(”p(tn)(Q
n
7 Wp
Gn))appr o a chesもo J whe never
s equ en c es(tn) ⊂ R＋ and((Q
n
,
w
p
Gn))⊂ B Cp
U
x Hq(W P
F)s aもis&1im n - ∞ 舌n - ∞ and
1 3
7Tp(i)(Qn, W P
G-)⊂ B Cp
U
x Hq(W P
F)for all 舌∈【0,tn]･ Sin c e七he s e七 Uis bo undedin Rn,
(H2)implies that the re e xists a c o n s七an七 L > 0 s u chthatLF(i,4)I≦ L fori ∈ R＋
and¢ ∈ BCp
U
･ co n side rthe s e七 Ju of
'
al1ele m e nts ¢in BCp
U wi 七h七he pr o erty 七hat
(¢(sl卜 ¢(s2)I≦ LIsl - S2lforal1sl, S2 ∈ R
-
, a nd s e七 J - Ju x Hq(W P
F)･ T he nJis
a c o mpact se七in B Cp
U
x Hq(WP
F)･ sin c eut(0,¢n,Gn)∈ B Cp
U foral1i ∈[0,tn], w eget
Lu(tn ＋ sl,0,¢
n
,Gn) - u(tn ＋ s2,0,4,n,Gn)I≦LIsl - S3lfor sl, S2 ∈ トtn ,0]･ Le七yn be a
functio ndefin ed by y
n
(舌) - u(t＋舌n ,0,4,
n
,Gn)if七≧ - 七n , a ndy
n(i)- ¢
n(0)if七 < - まn .
T he ny.
n
∈ Ju a ndp(y.n ,utn(0,Qn ,Gn))一 O a 5 n- ∞ , a nd he n c e7Tp(舌n)(節, wp
Gn) - J
aS n → ∞ .
Fo r anyfu n ctio ni: R - Rn s u ch 七ha七Eo ∈ B Cp
U
a ndiis c o ntin u o u s o nR＋, w e
defin e a c o nti u o u sfu nctio np三:R＋ ‥ BCpby
p三(i)- Ei, 士∈ R' ･
Itfollowsfr o m(H4)七ha七p?is anin七egralof七hequ a si-pr o c e ss WPF o nR'･ Le七叩 > 0 be
cho s e n s o七ha七theinterio r of Uc o nt ain sthe r7-n eighborho odof七he s et( 叫):士∈ A)･
The n w e e asilys e e七ha七(p6)is s a七isfied wi 七h 61:- 叩 aS ” - BCp
U
, w - w p
F
and” - p芳
bec a u s e oftheinequalitylu(主＋ s,s,¢,F) - ii(t＋ s)I≦ p(WP
F(i,s,i),紹(t＋ s)･ Als o, w e
ge七 Hq(略 w pF) - ((FLU;” pa):(匂,a)∈ H(屯,F))and f7q(略 wp
F) - ((略 wpG):(q G)∈
∩(屯,F)).
T heB C
p
U
-stabilitie s oftheintegralp;ofthe qu a si-pr o ce ss WP
F
yieldthep-stabilities
wi thr espe c七七o U fo rthe s olutio nii(i)of(1)I Fo r e x ample,the s olutio nii(i)of(1)is-
p- u nifo r mly s七able wi thr e spe c七七o Uin 0(F)(p-U Swi 七hr espe c七七o U inf?(F)),if for
a ny E > 0七here exists a6(E)> 0s u chthatp(ut!s,め,a),鶴)< efo rま≧ s ≧0 whe n e v e r
(”
-
, a)∈ n(屯, F), p(¢,匂s)< 6(E)and¢(a)∈ U foral1s ∈ R
-
I The otherp-s七abili七ie s
withr espe c七七o U fo rii(i)ar egiv e nin a simila r w ay; w e o mi七七hede七ai1s･
T befbllo Ⅵngres ul七is adir e c七 c o n s equ e n c e ofT he orem 1 a nd Pr opositio n s2 a nd3･
T he o r e m2 Suppo s ethat the co nditio n s(Hlト(H4)a re s atisJ;ed･ Als o,leまU be a clo s ed
a nd bo u ndeds ubseま ofX who s einte rio r c o ntainsthe closu re ofthe s e舌(叫):舌∈ R)･
T he nthefollo wing Stai占m e nts a requiv ale nt:
(i)
(ii
The s oluiio n叫)of(1)isp- U A Swithre spe ct to U･
) The s olutio nii(i)of(1)is p- USwithrespe c舌to U andp- attr a ctive with re spec舌
io U inf7(F).
on 七be otherba nd,pr a ctic alphe n o m e n a a reintim atelyr ela七ed七otheBC
-stabili七ie s,
whe r e
,
fo r e xa mple,
rthe s olution iiof(1･)is BC- unifo r mly stable(B C- U S)if for a ny
E > 0 ther e e xists a6(E)> 0s u chtha七1ii(i) - u(i, s,4,,F)I< Efo ri≧ s ≧ 0 whe n e v er
?午
向 - 仙 c < 6(E) andゆ ∈ B C･ The other BC-stabili七ies ar egiv e nin a similar w ay
'
,
w e o mit 七he details. T hu sthe BC-8tabili七ies w oul dse e m七o be m o r e u s ualtha n七he
p-8tabilitie s･
Thefolowingr e s ul七is giv e nin Murakami a nd Yoshiz a w a[1992】･
T he ore m 3 Unde rthe c o nditio ns ofThe ore ma, 舌kefollo wing state m e nts a re equiv a-
le nt:
(i)
(ii
The s olutio n叫)of(1)isp- U A Swith re specまto U･
) The s olutio n 叫)of(1)is B C- U A S･
He n c e,by cpmbining The o r e m2 wi th Theo r em 3) w eha v ethefollowingr e s ult･
co r olla ry Unde rthe c o nditio n s ofT7Le O re ma, thefollowing state m e nts a re equiv ale nま:
(
(
)
1
The s olutio n 叫)of(1)is p- U n sw 肋 re spe ct to U･
) Thesolutio n 叫)of(1)isp- US with re spe c士to U a ndp- a舌tractive w肋 re spec士
io U in n(F).
(iii) The s olutio na(i)of(1)is B C- U A S･
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